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Cilj dela je pregledati in primerjati najpogostejše metode za inverzno identifikacijo
materialnih parametrov. Najprej je narejen teoretičen pregled, nato pa je izvedena
verifikacija in primerjava na analizi realnega štiritočkovnega upogibnega preizkusa dveh
izmed naštetih metod - metode posodabljanja modela končnih elementov in metode
virtualnih polj. Na koncu smo primerjali konvergenco metode in njihovo stabilnost ter







Identification of Orthotropic Elastic Material Parameters Ba-
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The main subject of this master’s thesis is the overview and comparison of the most
common methods od inverse identification of material parameters. The methods ob-
served and examined in the master’s thesis are primarily overviewed in order to choose
the two that are later on the main focus of the thesis. These two methods – Finite Ele-
ment Model Updating Method and Virtual Fields Method – are verified and compared
based on the examination of an actual four-point flexural test. Based on the test, the
thesis observes and compares the convergence and stability of the methods and tries to
describe adn eliminate the difficulties that appeared during the design of the analysis.
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upogibnega preizkusa po metodi virtualnih polj . . . . . . . . . . . . 79
xiv
Kazalo slik
Slika 2.1: Shematski prikaz obravnavanega telesa. . . . . . . . . . . . . . . . . 5
Slika 2.2: Shematski prikaz poteka iterativnega reševanja po MKE. . . . . . . 11
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minimuma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Slika 2.5: Shematski prikaz poteka programa za določanje posebnega virtual-
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Slika 3.3: Prikaz gostejše mreže sintetičnega eksperimenta. . . . . . . . . . . . 32
Slika 3.4: Grob shematski prikaz poteka analize s FEMU metodo. . . . . . . . 33
Slika 3.5: Potek programa za analizo meritev po FEMU-U različici. Za druge
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enačbo
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b mm−1 vrstica matrike odvodov oblikovnih funkcij B
c / skalarni faktor/polje v primeru EGM
c / vektor gradient
d / lokalna raven poškodbe
f / cenilna funkcija
f mm poljubna vektorska poljska funkcija
g Nm−3 vektor volumske obremenitve
h / enakostni pogoj
n / vektor normale
p / vektor iskanih parametrov
q Nm−2, Nm−1vektor porazdeljene obremenitveˆ︁q mm vektor obremenitev na robu Γ opazovanega območja Ω
r mm, N, / vektor razlik
t mm debelina
t Nm−2, MPa napetostni vektor
u mm vektor pomikov (definiran kot zvezno polje ali vrednost v
poljubni točki x)ˆ︁u mm vektor pomikov na robu Γ opazovanega območja Ω
v mm, / vektor poljubnih poljskih funkcij
w / utežni faktor
x mm vektor koordinat v realnem koordinatnem sistemu
A mm2 opazovano območje pri dvodimenzionalnem problemu
B mm−1 matrika odvodov oblikovnih funkcij
C / skalarni faktor definiran v primeru kombinacije EGM z MKE
D N/mm2,
MPa









H / Hessejeva matrika drugih odvodov
I / enotska matrika, identiteta
J / Jacobijeva matrika
K N/mm togostna matrika po metodi končnih elementov
N / število inkrementov
N / vektor oblikovnih funkcij
Q N/mm2,
MPa
poskusni tenzor materialne togosti
xxiii
U mm vektor vozliščnih pomikov
W / utežna matrika
X mm vektor vozliščnih koordinat
F / funkcional za reševanje CEGM
R / recipročnostni funkcional
α / skalarni množitelj koraka
γ / strižna deformacija, definirana 2 · εxy
ε / specifična deformacija ali tenzor specifičnih deformacij
η / vektor koordinat v naravnem koordinatnem sistemu elementa
λ / Levenberg-Marquardtov faktor modifikacije Hessejeve ma-
trike
µ / Lagrangeev množitelj
ν / Poissonov količnik
σ Nm−2, MPa napetost ali napetostni tenzor
τ N/mm2,
MPa
strižna napetost, ekvivalent σxy
τ N/mm2,
MPa
v primeru CEGM poskusni tenzor napetosti
ψ(η, ξ) / oblikovna funkcija v naravnem koordinatnem sistemu
Γ mm2, mm rob obravnavanega območja˜︁Γ mm2, mm rob opazovanega območja v deformiranem stanju
Ω mm3 obravnavano območje˜︁Ω mm3, mm2 opazovano območje v deformiranem stanju
Indeksi
* nanašajoč se na pridruženo stanje v primeru RGM
0 začetno stanje, stanje pred prvo iteracijo
C modificiran s faktorjem C
e nanašajoč se na element
exp iz eksperimenta
ext zunanje (vozliščne sile)
f nanašajoč se na sekundarne robne pogoje
int notranje (vozliščne sile)
k nanašajoč se na kinematične (primarne) robne pogoje
n nanašajoč se na naravni koordinatni sistem
num numerično izračunan
p nanašajoč se na prosti rob
r nanašajoč se na realni koordinatni sistem
ref referenčen/referenčna
s nanašajoč se na strižne napetosti in specifične deformacije
U nanašajoč se na vozliščne pomike
v virtualen (nanašajoč na virtualna polja)
x nanašajoč se na smer x koordinatne osi
xxiv
y nanašajoč se na smer y koordinatne osi
z nanašajoč se na smer z koordinatne osi





CEGM metoda izpolnitve konstitutivne enačbe (ang. Constitutive Equation
Gap Method)
DIC korelacija digitalnih slik (ang. Digital Image Correlation)
EGM metoda izponitve statičnega ravnotežja (ang. Equilibrium Gap Me-
thod)
FEMU metoda posodabljanja modela končnih elementov (ang. Finite Ele-
ment Model Updating)
FEMU-E različica metode posodabljanja modela končnih elementov, ki temelji
na primerjavi deformacij po območju elementov
FEMU-F različica metode posodabljanja modela končnih elementov, ki temelji
na primerjavi vozliščnih ostankov sil
FEMU-U različica metode posodabljanja modela končnih elementov, ki temelji
na primerjavi vozliščnih pomikov
FEMU-UF različica metode posodabljanja modela končnih elementov, ki temelji
na kombinirani primerjavi vozliščnih pomikov in vozliščnih ostankov
sil
GN Gauss-Newtonova metoda numeričnega iskanja minimuma cenilne
funkcije
LED svetlobna dioda (ang. Light-Emitting Diode)
LM Levenberg-Marquardtova metoda numeričnega iskanja minimuma ce-
nilne funkcije
MIC mehanska primerjava slik (ang. Mechanical Image Correlation)
MKE metoda končnih elementov
PEI polieterimid
RGM metoda izpolnjenosti pridruženega stanja (ang. Reciprocity Gap Me-
thod)
RNS ravninsko napetostno stanje




V inženirski praksi se pogosto pojavi potreba po poznavanju mehanskih lastnosti ma-
teriala, ki ga uporabljamo v procesu izdelave izdelka. Poznavanje lastnosti igra po-
membno vlogo že od samega začetka razvoja, ko je potrebno izbrati material, iz kate-
rega bo izdelek narejen, pri določanju izdelovalnih tehnologij in navsezadnje pogosto
tudi pri ocenjevanju delovanja izdelka oziroma naprave. Zato se zanašamo predvsem na
tradicionalne metode določanja mehanskih lastnosti materiala, ki za večino primerov
popolnoma zadostujejo.
V zadnjem času je razvoj izdelka vse večkrat podprt s simulacijami obremenjevanja
in delovanja izdelka. Te nam omogočajo predvideti mehanske odzive kompleksnejših
izdelkov in velikokrat precej zmanjšajo število potrebnih testiranj prototipov, ki jih je
potrebno opraviti za uspešen razvoj izdelka in prehod v proizvodnjo. Simulacije na-
mreč omogočajo vpogled v lokalno obremenitveno stanje in s tem tudi bolj učinkovito
izboljšanje geometrije izdelka. S tem pa na svojem pomenu pridobivajo tudi komple-
ksnejši postopki testiranja mehanskih lastnosti materiala, ki nam ravno tako omogočajo
vpogled v lokalno obremenitveno stanje med testom.
Tradicionalne metode testiranja materiala so v splošnem precej enostavne in največkrat
opazujejo globalen odziv preizkušanca. Med njimi so pogosti natezni in tlačni preiz-
kus, upogibni preizkusi, strižni preizkusi in preizkusi trdote površine preizkušanca. Pri
izvedbi teh preizkusov največkrat uporabljamo klasične merilne instrumente, torej me-
rimo silo, s katero obremenimo, in raztezek ali poves, oboje navadno le na enem mestu
oziroma v primeru raztezka skozi širše območje. Posledica tega je, da je rezultat, ki
ga dobimo, neka povprečna vrednost, ki na lokalni ravni velja le do neke mere. Zato
so se v zadnjem času razvile alternativne metode zajema podatkov, ki bolj celostno
popišejo odziv preizkušanca znotraj opazovanega območja. Tako lahko na primer pri
upogibnem preizkusu stopimo iz okvirjev teorije upogiba nosilca, po kateri navadno iz-
ločimo materialne lastnosti preizkušanca, in opazujemo dvodimenzionalno sliko odziva.
Ta nam lahko ob pravilni analizi poda več materialnih podatkov iz enega preizkusa,
ki v primeru klasične izvedbe preizkusa niso bili dosegljivi. Tako lahko pri upogibnem
preizkusu opazujemo tudi strižne materialne parametre, nehomogenost materiala in
anizotropijo [1].
Metode inverzne identifikacije materialnih lastnosti so v konceptu prisotne že dlje časa.
Ideje o primerjavi rezultatov preizkusa z rezultati simulacije so se pojavile že kmalu
po razvoju numeričnih simulacij, predvsem z razvojem simulacij po metodi končnih
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elementov. Te so se razvile iz želje po čim boljšem popisu mehanskega odziva ma-
teriala v modelih, saj je to pomenilo bolj natančne in zanesljive rezultate simulacij.
Tako je najprej nastala metoda posodabljanja modela končnih elementov (ang. Finite
Element Model Updating ali FEMU), ki je po svojem principu najenostavnejša in naj-
bolj direktna. Kasneje so sledile še druge metode, ki so matematično bolj abstraktne in
kompleksnejše. Tako se je razvila še metoda virtualnih polj (ang. Virtual Fields Method
ali VFM), ki izhaja iz Lagrangeove analitične mehanike. Tema metodama sta sledili še
matematično zahtevnejši metodi, ki sta svoji cenilni funkciji zapisali v obliki funkcio-
nalov. Prva izmed njiju je metoda izpolnitve konstitutivne enačbe (ang. Constitutive
Equation Gap Method ali CEGM). Ta metoda se zaradi kompleksnosti razumevanja
in zahtevnega postopka reševanja ni nikoli uveljavila kot prvi dve. Druga metoda, ki
pri svoji zasnovi uporablja kot cenilno funkcijo funkcional, pa je metoda izpolnjenosti
pridruženega stanja. Tudi ta se ni nikoli uveljavila, saj je namenjena analizi primerov,
ko poznamo le stanje polja pomikov na robu preizkušanca, kar v praksi v večini prime-
rov pomeni, da meritve polja pomikov znotraj preizkušanca zanemarimo. Kot posebno
metodo se omenja tudi metodo izpolnitve statičnega ravnotežja (ang. Equilibrium Gap
Method ali EGM), vendar v splošnem njena izvedba izhaja iz ene izmed zgoraj opisanih
metod, največkrat FEMU, in je le nadgradnja [2], [3], [4].
Metode inverzne identifikacije pa so svoj pravi razvoj doživele šele v zadnjem času z
razvojem kvalitetnejših in cenejših načinov zajema polja pomikov ali specifičnih defor-
macij. Eden od teh načinov je prišel z razmahom in razvojem digitalne fotografije in
močnejših računalniških procesorjev. Ta način zajema polja pomikov deluje na podlagi
korelacije digitalnih slik (ang. Digital Image Correlation ali DIC). V principu teme-
lji na zajemu slik neobremenjenega preizkušanca in nato še obremenjenega. Posebna
računalniška oprema nato analizira in primerja fotografije ter iz njih določi polje pomi-
kov ali specifičnih deformacij. Zanesljive meritve z uporabo DIC pa niso bile mogoče,
dokler se niso pojavile digitalne kamere, ki so omogočale zajem fotografij z visoko
ločljivostjo. Prav tako pa mora biti kamera umerjena. Tudi analiza fotografij, sploh
tistih z višjo ločljivostjo, potrebuje dober računalnik z visoko procesorsko močjo. V
zadnjem času je ta postopek čedalje več v uporabi, saj so tako digitalne kamere kot
osebni računalniki z močnimi procesorji na trgu dostopni po vse nižjih cenah.
Z uveljavitvijo DIC kot tehnologijo zajema polja pomikov in specifičnih deformacij,
pa so se razvile tudi nekatere metode inverzne identifikacije, ki so vezane direktno na
DIC. To sta metodi integrirana DIC in integrirana MIC metoda, ki analizo materialnih
lastnosti opravljata sproti, med iskanjem pravega polja pomikov oziroma deformacij.
Kratica MIC izvira iz angleščine (Mechanical Image Correlation) in označuje postopek
mehanskega primerjanja zajetih slik. V splošnem je postopek podoben DIC, vendar
si pri identifikaciji polja pomikov ali deformacij pomaga še s statičnim ravnotežjem
oziroma ostanki sil [5], [6].
1.1 Cilji dela
Cilj tega magistrskega dela je narediti pregled metod inverzne identifikacije in jih upo-
rabiti na primeru. V procesu preverjanja smo želeli poiskati in opisati najboljši način
izvedbe metod v praksi, tako da analiza zajetih polj pomikov in deformacij deluje čim
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hitreje in čim bolj zanesljivo. Pri izvedbi metod smo opazovali konvergenco in stabil-
nost iterativnega določanja materialnih parametrov. Pri tem smo opazovali težave, na
katere lahko snovalec analiz naleti med samo zasnovo in kasneje med izvedbo analiz.
V nadaljevanju dela sta opisana dva primera uporabe FEMU in VFM metode. Oba
primera temeljita na predpostavki, da opazujemo homogeno ortotropno linearno ela-
stičen material, preizkušanec pa se je odzival v skladu predpostavkami ravninskega
napetostnega stanja. Analizi po FEMU in VFM sta izvedeni najprej na sintetičnem
primeru z znanimi vnešenimi materialnimi lastnostmi in robnimi pogoji. Sintetični pri-
mer je bil zasnovan z numerično simulacijo upogiba visokega nosilca po metodi končnih
elementov. Drugi primer je bil primer štiritočkovnega upogibnega preizkusa, ki je bil
izveden na trgalnem stroju in zajet z DIC. Ta primer je bil dodan zaradi bolj realnega




2 Teoretične osnove in pregled lite-
rature
2.1 Definicija obravnavanega telesa
Pri uporabi vseh metod bomo izhajali iz preizkusa, pri katerem posnamemo polje po-
mikov ali deformacij ter zajamemo obremenitve, s katerimi smo te deformacije dosegli.
Zato moramo na podlagi preizkusa definirati obravnavano območje telesa, na kate-
rem poznamo robne pogoje in iščemo materialne parametre p. Ker poznamo tako
obremenitve kot deformacije na preizkušancu, ne poznamo pa materialnih lastnosti,
so bile razvite inverzne identifikacijske metode. Te temeljijo na mehanskih analizah
preizkušanca, zato moramo najprej definirati naš preizkušanec in zakone, ki veljajo v
naravi, oziroma enačbe, ki jih v analizah popišejo.
Obravnavamo poljubno telo Ω s celotnim robom Γ (slika 2.1). Njegov rob Γ lahko
razdelimo na podobmočja Γk, Γf in Γp, tako da velja Γ = Γf ∪ Γk ∪ Γp.
Slika 2.1: Shematski prikaz obravnavanega telesa.
Na vseh robovih morajo veljati robni pogoji:
– Na Γk veljajo kinematični robni pogoji. To pomeni, da na tem robu vsaj delno
poznamo vrednost pomika ali zasuka. Velja torej u(x) = v(x) za vsak x ∈ Γk, kjer
je v(x) zvezna vektorska funkcija, ki nam definira porazdelitev kinematičnih veličin
na robu Γk.
– Na Γf veljajo sekundarni robni pogoji, torej je na njih znana porazdelitev obreme-
nitev q(x). Na tem robu velja robni pogoj σij(x) · nj(x) = ti(x) za vsak x ∈ Γf ,
kjer je ti(x) znan napetostni vektor na robu in je reakcija na obremenitev q(x).
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– Γp predstavlja prosti rob obravnavanega telesa in spada med sekundarne robne po-
goje, saj pomikov na tem robu ne poznamo. Na tem robu velja σij(x) ·nj(x) = 0 za
vsak x ∈ Γp.
Poleg robnih pogojev mora biti na območju obravnavanega preizkušanca Ω izpolnjena
tudi ravnotežna enačba 2.1. Enačba vsebuje tudi volumske obremenitve gi(x), vendar
jih navadno pri testih in tovrstnih analizah zanemarimo. Ravnotežno enačbo zapišemo
σij,j(x) + gi(x) = 0 ; ∀x ∈ Ω . (2.1)
Poznati moramo tudi zvezo med pomiki u(x) in specifičnimi deformacijami ε(x). Teh
zvez je v teoriji več, vendar se velikokrat uporablja najenostavnejša inženirska definicija




(ui,j + uj,i) . (2.2)
Za napredne analize hiperelastičnih, elasto-plastičnih ali viskoelastičnih je zaželjena
uporaba teoretično bolj točne Cauchy-Greenove definicije tenzorja specifičnih deforma-
cij, ki računa deformacije na deformiranem stanju. Vendar se je pa potrebno zavedati,
da je v tem primeru potrebno upoštevati tudi pravilni tenzor napetosti, ki temelji na
ravnotežni enačbi in robnih pogojih, ki veljajo na deformiranem preizkušancu x ∈ ˜︁Ω z
robom ˜︁Γ.
Med specifičnimi deformacijami in napetostmi veljajo reološke zveze, katerih parame-
tre iščemo. V splošnem pa je iskana povezava lahko katerikoli konstitutivni zakon, v
kolikor lahko predvidimo, da bo pri konkretnem testu material dovolj dobro sledil eni
izmed parametriziranih krivulj, ki jih ta zakon popisuje. Najenostavnejša med njimi je
elastični Hookeov zakon, zapisan z enačbo
σij = Dijkl · εkl . (2.3)
Testi, kjer posnamemo celotno polje pomikov, dovoljujejo analizo anizotropnih in ne-
homogenih materialov oziroma preizkušancev, vendar moramo paziti, da analize niso
predoločene in se obenem zavedati, da mora biti preizkus zasnovan tako, da se pri njem
pokaže vpliv vseh parametrov na obremenjeno deformirano stanje.
2.2 Metoda posodabljanja modela končnih elemen-
tov
Prva skupina metod, ki so tudi najpogostejše, so metode posodabljanja modela končnih
elementov (ang. Finite Element Model Updating) ali s kratico FEMU metode. Te me-
tode temeljijo na zaporednih izvedbah simulacij opazovanega eksperimenta po metodi
končnih elementov. Cilj metod je izločiti prave materialne parametre z zmanjševanjem
razlik med izmerjenimi eksperimentalnimi in numerično izračunanimi rezultati. Pri
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tem se največkrat uporabi ciljna funkcija, ki temelji na primerjavi eksperimentalno do-
ločenih in numerično simuliranih obremenitvah in poljih pomikov. Redkeje se v praksi
uporabljajo metode, ki temeljijo bodisi le na primerjavi obremenitev ali le na primer-
javi polja pomikov ali na primerjavi deformacij [7].
Primerjava se večinoma izvaja s cenilno funkcijo, ki temelji na minimalni vsoti kva-
dratov razlik (enačba 2.4). Matrika W je utežna matrika, vektor r(p) pa predstavlja
razlike med eksperimentalno izmerjenimi vrednostmi in numerično izračunanimi, ki
so odvisne od uporabljenih materialnih parametrov v izračunu. Iskanje parametrov
se izvede po eni izmed metod iskanja minimuma. Največkrat uporabljeni sta Gauss-
Newtonova in Levenberg-Marquardtova metoda. Iščemo torej minimum enačbe
f(p) = rT (p) ·W · r(p) . (2.4)
V nadaljevanju so opisane 4 različice FEMU metode, ki se razlikujejo glede na prej
opisane ciljne funkcije.
2.2.1 Primerjava obremenitev (FEMU-F)
Najenostavnjša izmed izvedb FEMU metode je z uporabo cenilne funkcije, ki temelji
le na primerjavi eksperimentalno izmerjenih in numerično izračunanih obremenitev in
lahko zapišemo z enačbo
f(p) = (F exp −K(p) ·U exp)T ·W · (F exp −K(p) ·U exp) . (2.5)
Robni pogoj, ki ga predpišemo v MKE model, je v tem primeru kar izmerjeno polje
pomikov. S tem nam v primeru simulacij v območju linearnih materialnih lastnosti
ni potrebno reševati sistema enačb, temveč je potreben le izračun togostne matrike
sistema, kar izredno skrajša računski čas za vsako izvedeno iteracijo ene izmed optimi-
zacijskih metod [2], [8], [9].
2.2.2 Primerjava polj pomikov (FEMU-U)
Druga različica FEMU metod uporablja primerjavo diskretnih vrednosti polja pomikov.
Ta primerja numerično izračunane vrednosti z eksperimentalno izmerjenimi po enačbi
f(p) = (U exp −Unum)T ·W · (U exp −Unum) . (2.6)
Robni pogoji, ki jih v tem primeru predpišemo MKE modelu, so lahko vrednosti pri-
marnih in sekundarnih spremenljivk. Paziti pa je potrebno, da MKE model ni statično
predoločen, saj je za izračun vrednosti polja pomikov potrebna izvedba simulacije, ki
za statične trdnostne probleme zahteva določenost ali nedoločenost sistema [2], [8], [9].
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2.2.3 Primerjava polj deformacij (FEMU-E)
Izbira tega načina primerjave je tesno povezana s poljem pomikov, saj je povezava
med pomiki in deformacijami odvisna le od geometrije in ne tudi od konstitutivnih
parametrov. Cenilno funkcijo za primerjavo specifičnih deformacij zapišemo
f(p) = (εexp − εnum)T ·W · (εexp − εnum) . (2.7)
Za primer uporabe te cenilne funkcije so diskretne vrednosti deformacij v integracijskih
točkah urejene v obliko vektorja ε. Enako kot prej pomike, tudi deformacije dobimo
iz meritev in izvedene simulacije po MKE, kjer so uporabljeni robni pogoji enaki kot
v 2.2.2. Za razliko od uporabe ostalih cenilnih funkcij, kjer je število točk za primer-
javo odvisno od števila vozliščnih točk in števila prostostnih stopenj v vsaki točki,
je tukaj število točk, v katerih primerjamo vrednosti odvisno od števila elementov in
integracijskih točk v vsakem elementu [10].
2.2.4 Mešana primerjava polj pomikov in obremenitev (FEMU-
UF)
Najpogosteje uporabljana različica FEMU metod je tista, ki uporablja cenilno funk-
cijo, ki temelji na primerjavi tako polj pomikov kot obremenitev. Polje pomikov in
obremenitve za primerjavo dobimo iz simulacije po MKE z robnimi pogoji enakimi kot
v 2.6. Cenilno funkcijo zapišemo
f(p) = wU (U
exp −Unum)T ·W · (U exp −Unum)+
+(1− wU) (F exp − F num)T ·W · (F exp − F num) ,
(2.8)
kjer je wU utežni faktor za doprinos primerjave polja pomikov in zavzema vrednosti na
intervalu [0, 1] [2], [9].
2.2.5 Izvedba simulacij po metodi končnih elementov
Pomemben del procesa analize po FEMU metodah je dobra zasnova numeričnih simu-
lacij po MKE. Te lahko namreč precej vplivajo na rezultat. Osnova MKE je princip
virtualnega dela oziroma šibka oblika integralske formulacije ravnotežne enačbe, prika-
zana v enačbi∫︂
Ω
εvij ·Dijkl · εkl dΩ =
∫︂
Γf
qi · uvi dΓf . (2.9)
Enačba 2.9 je zapisana kot izhodišče za splošno analizo z MKE. V nadaljevanju se bomo
osredotočili na analizo ravninskega napetostnega stanja, na osnovi katere bo zasnovan
tudi naš primer identifikacije materialnih lastnosti. Pri analizi ravninskega napeto-
stnega stanja po MKE največkrat privzamemo Voigtovo obliko zapisa napetostnega in
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deformacijskega tenzorja, saj nam tako ni potrebno operirati s tenzorji 4. reda. Šibka
oblika za primer ravninskega napetostnega stanja je torej∫︂
A
{εv}T · [D] · {εv} t(x) dA =
∫︂
Γ
{uv} · {q} t(x) dΓ . (2.10)
Naslednji korak pri MKE je določitev diskretizacije. To v primeru inverzne identifi-
kacije navadno določimo tako, da se sklada z diskretizacijo, ki nastane zaradi rastra,
posnetega pri eksperimentu. Temu je tako, ker pri FEMU metodi primerjamo vredno-
sti v diskretnih točkah, zato mora njihova lokacija pri eksperimentu in simulaciji biti
enaka. Na podlagi vozlišč, ki sovpadajo s tistimi pri eksperimentu, lahko določimo
končne elemente. Zaradi natančnosti in čim bolj realne togosti, največkrat določimo 4
vozliščne elemente. Ker moramo simulacije izvesti večkrat, se elementov višjega reda
izogibamo, saj nam krepko podaljšajo čas že tako zamudne simulacije.
Z določeno diskretizacijo lahko določimo aproksimacijo po območju posameznega ele-
menta. Ker se elementi prilagajajo rastru, posnetem pri preizkusu, so navadno štirikotniki
poljubne oblike. Zato pri simulaciji uporabimo izoparametrično transformacijo vsakega





· {Xe} , (2.11)
kjer je Ne(η) matrika oblikovnih funkcij v naravnem koordinatnem sistemu elementa
e, η je vektor koordinat naravnega koordinatnega sistema, vektor Xe pa so koordinate
vozlišč elementa e.
Aproksimacijo po elementu izvedemo z oblikovnimi funkcijami. Te morajo zadostovati
4 pogojem:
– funkcije morajo biti polinomske, kjer je število uporabljenih monomov v funkciji
enako številu vozlišč elementa,
– monomi morajo biti medsebojno linearno neodvisni,
– funkcija mora zagotavljati zvezen prehod med elementi vsaj za primarne veličine
(pomike, zasuke),
– funkcija mora zadoščati vsaj geometrijski izotropnosti (nobena od koordinatnih smeri
ne sme biti bolj ali manj zastopana kot druge).
Zato smo za aproksimacijo po izoparametričnem 4-vozliščnem končnem elementu izbrali





1 + ηi η
)︁ (︁
1 + ξi ξ
)︁
. (2.12)
Za izračun specifičnih deformacij smo uporabili inženirsko definicijo (enačba 2.2), saj
smo tudi statično ravnotežje opazovali na nedeformiranem sistemu. Za to potrebujemo
odvod aproksimacije pomikov po realnih koordinatah. To lahko izvedemo s pomočjo
oblikovnih funkcij v naravnem koordinatnem sistemu in povezave med realnim in na-
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Matrika Bn(η) naj bo matrika odvodov oblikovnih funkcij v naravnem koordinatnem
sistemu, ki vektor vozliščnih pomikov U slika v aproksimacijo specifičnih deformacij
po območju elementa. Da bi dobili prave specifične deformacije moramo imeti odvode
oblikovnih funkcij v realnem koordinatnem sistemu, ki pa jih direktno zaradi oblike
elementa ne poznamo. Zato lahko odvode izračunane v naravnem koordinatnem sis-
temu pretvorimo v tiste v realnem koordinatnem sistemu s pomočjo inverza Jacobijeve
matrike. Tako dobimo novo matriko Br(η), ki pa nam zdaj vozliščne pomike U slika















]︁T · q ⃓⃓JΓ(η)⃓⃓ dΓn , (2.14)





stavlja v primeru 4-vozliščnega elementa z ravnimi robovi dolžino roba, po katerem
integriramo.
V praksi se zaradi hitrosti reševanja ne uporablja analitična integracija, temveč naj-
večkrat numerična Gaussova integracija. Določitev te je pomembna, saj ne vpliva le
na natančnost MKE modela, temveč tudi na primerjalne točke v primeru FEMU-E
različice FEMU metode. Te so namreč kar integracijske točke modela. Za naš primer
smo izbrali 4-točkovno Gaussovo integracijo.
Iz enačbe 2.14 lahko vidimo, da njen desni del predstavlja pretvorbo obremenitev v
vozliščne obremenitve. Imenovali ga bomo Fext. Levi del pa predstavlja notranje reak-
cijske sile, ki se pojavijo zaradi deformacij U in ga bomo imenovali Fint. Cilj celotnega
reševanja po MKE je torej izenačiti Fint = Fext. Zato smo uporabili inkrementalni
iterativni način reševanja, ki nam omogoča tudi reševanje primerov, ko ∂ σ
∂ ε
oziroma
v našem primeru matrika D ni konstanta v odvisnosti od ε. Postopek iterativnega
reševanja po MKE je prikazan na sliki 2.2. Za to reševanje lahko razvijemo levi del v
Taylorjevo vrsto in vpeljemo posredno odvajanje, ki je prikazano v enačbi 2.15. Za ta
postopek moramo najprej definirati dva indeksa, in sicer naj bo n indeks, ki teče po
inkrementih od 0 do N , i pa naj bo indeks, ki predstavlja iteracije in je v splošnem neo-
mejen, vendar ga je v praksi smiselno omejiti. Iterativno reševanje mora torej zadostiti
enačbi


















· δU = F n+1ext .
(2.15)
Enačba 2.15 predstavlja Newton-Raphsonovo metodo za določanje notranjih sil v na-
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Slika 2.2: Shematski prikaz poteka iterativnega reševanja po MKE.
V kolikor so relacije med pomiki in notranjimi silami linearne oziroma togost elementov
ni odvisna od velikosti pomikov, je vsak inkrement rešljiv v eni iteraciji. Če pa temu ni
tako, pa je potrebnih več iteracij za rešitev vsakega nelinearnega inkrementa. Poleg tega
pa je potrebno uvesti tudi integracijo konstitutivnih enačb, ki pa ima tudi več različic.
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Najpogostejše je uporabljena eksplicitna integracija, ki je tudi najhitrejša in računsko
najlažja, vendar je njena slabost kumulativna napaka, ki se sešteva iz inkrementa v
inkrement. Njeno nasprotje je implicitna integracija, ki ima manjšo napako in se ne
sešteva, vendar je računsko zahtevna, saj je potrebno rešiti poln sistem nelinearnih
enačb.
Pri simulacijah po MKE je potrebno upoštevati vpliv uporabljenih postopkov in para-
metrov, saj nam lahko podajo nekatere napake v rezultatu, ki se jih moramo zavedati
in jih upoštevati. Tako nam Gaussova integracija lahko vpliva na togost elementa,
sploh če je teh elementov malo. Tako nam namreč 4-točkovna integracija togost ume-
tno povečuje in bo identificirana togost manjša od realne, vendar pa v splošnem ne
moremo določiti, koliko manjša bo. Na srečo je ta ve primeru RNS precej majhna in
je skoraj neznatna. Obstajajo pa napredne različice MKE, kot je MKE s selektivno
reducirano integracijo, ki te napake odpravijo.
Iz simulacije po MKE lahko izpišemo podatke, ki jih potrebujemo za analizo eksperi-
menta po eni izmed različic FEMU metode. Zavedati se moramo, da se morajo lokacije
točk za primerjavo ujemati z eksperimentalnimi. V primeru, da primerjamo specifične
deformacije s FEMU-E različico, se moramo zavedati, da ekstrapolacija deformacij v
katerokoli drugo točko kot Gaussovo integracijsko lahko prinese velike napake, sploh v
prehode z velikim zareznim učinkom.
2.2.6 Reševanje problema FEMU
FEMU metoda je zastavljena kot problem iskanja minimuma skalarne cenilne funkcije.
V splošnem se takšnih problemov lahko lotimo na več načinov, v praksi pa sta se
za najbolj učinkovite načine pokazala predvsem dva: Gauss-Newtonova metoda za
iskanje minimuma in Levenberg-Marquardtova metoda. Pri metodi FEMU je namreč
cenilna funkcija zastavljena kot utežena razlika kvadratov (enačba 2.4). Bistvo Gauss-
Newtonove in Levenberg-Marquardtove metode pa je ravno to, da uporablja sicer druge
odvode, vendar nam jih ni potrebno računati, saj na njih sklepa na podlagi prvih
odvodov.
Postopek iskanja minimuma cenilne funkcije FEMU poteka iterativno, pri čemer korak
iteracije določimo na podlagi ene od omenjenih metod. Obe metodi v splošnem na
podlagi aproksimacije drugih odvodov ocenita tudi dolžino koraka in ne le smer. Vendar
se moramo zavedati, da je ta le aproksimacija, zato smo pri obeh metodah uporabili
tudi še dodatno linijsko iskanje minimuma v izbrani smeri.
Problem pri določanju nove točke pk+1 se pojavi pri določanju že prvih odvodov r(p).
V primeru linearnega odziva in uporabe FEMU-F različice metode lahko izračunamo
odvode r(p) po parametrih p, saj načeloma lahko izračunamo odvode togostne matrike
K po p, ostale veličine pa so neodvisne, saj so le eksperimentalni podatki. Vendar
moramo paziti, saj lahko izračunamo le odvode po členih matrike D, ne pa tudi po
standardnih inženirskih konstantah. Lahko pa iz členov matrike izračunamo inženirske
konstante ali obratno.
Pri vseh ostalih primerih izračun analitičnega odvoda ni mogoč niti v primeru uporabe
členov matrike D kot parametrov. Zato je potrebno izračunati odvode numerično.
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Odločili smo se, da uporabimo metodo končnih razlik in sicer z levo diferenčno shemo,
saj tako eno točko že poznamo in moramo za vsak parameter simulacijo izvesti le še
enkrat, s sredinsko diferenčno shemo, ki je v principu bolj natančna, pa bi jo morali za
vsak parameter še dvakrat.
2.2.6.1 Iskanje minimuma cenilne funkcije FEMUmetode po Gauss-Newtonovi
metodi
Pri iskanju minimuma po Gauss-Newtonovi metodi izhajajmo iz cenilne funkcije oblike
f(p) = r(p)T ·W · r(p) , (2.17)
kjer je r(p) vektor razlik med eksperimentalno izmerjenimi in numerično izračunanimi
vrednostmi, p pa je vektor medsebojno neodvisnih spremenljivk, po katerih iščemo
minimum funkcije f(p). V primeru FEMU metode se r razlikuje, odvisno od tega
katero različico uporabimo, princip pa ostaja enak.
Metoda izhaja iz Newtonove metode za iskanje minimuma, ki temelji na razvoju cenilne
funkcije v Taylorjevo vrsto in zanemari vse višje odvode, vključno s tretjimi odvodi
naprej
f(p0 + p) = f(p0) +
∂ f(p0)
∂ p





∂ p ∂ p
· (p− p0) . (2.18)
Člen ∂
2 f
∂ pi ∂ pj
imenujemo tudi Hessejeva matrika in ga bomo označili s H, člen ∂ f
∂ pi
pa
je vektor gradient, ki ga bomo v nadaljevanju označevali s c. Izpišemo lahko pogoj za
minimum funkcije f(p)
c+H ·∆p = 0 . (2.19)
Enačba velja, v kolikor so vsi višji odvodi enaki 0. Metoda pa je primerna tudi za
funkcije, kjer temu ni tako, vendar pa je to lahko dober približek, zato lahko to večkrat
ponovimo, dokler ne dosežemo točke, ki je dovolj blizu minimumu. Iz zgornje enačbe
lahko torej izračunamo naslednji korak proti minimumu funkcije f(p), ki ga izračunamo
∆p = −H−1 · c . (2.20)
Kjer se Gauss-Newtonova metoda razlikuje od osnovne Newtonove, je način izračuna
drugih odvodov f(p) oziroma matrike H. Gauss-Newtonova metoda je osnovana na







rj(pk) = Jji rj(pk) (2.21)
in temelji na predpostavki, da so razlike r(p) linearno odvisne od parametrov p. Za
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Iz teorije se matrika, ki nastane v členu
∂ rj(pk)
∂ pi
imenuje Jacobijeva matrika in jo
označimo prav tako z J, vendar je ne smemo zamešati z Jacobijevo matriko, ome-
njeno v prejšnjem poglavju, ki nastane zaradi preslikave končnega elementa v njegov
naravni prostor.




konstanta in ni funkcija p. Torej so vsi členi ∂
2 rk(pl)
∂ pi ∂ pj
= 0. Hessejeva
matrika H je torej definirana
Hij =
∂2 f(pl)






= Jki Jkj . (2.22)




)︁−1 · J · r(p) . (2.23)
V splošnem predpostavka, da so r(p) linearno odvisne od p ne velja vedno, zato je ta
korak le dober približek proti minimumu. Za določitev minimuma pa moramo postopek
večkrat iterativno ponoviti. Naslednji korak iterativnega procesa izračunamo po enačbi
pk+1 = pk + α∆p , (2.24)
kjer je ∆p izračunan pri pk. Ker gre za aproksimacijo drugih odvodov, saj smo pred-
postavili, da je odvisnost r(p) linearna, smo se odločili tukaj vključiti tudi še dodatno
linijsko iskanje minimuma v smeri ∆p. Linijsko iskanje smo vključili le delno oziroma
na grobo, saj smo določili fiksni faktor koraka in intervala nismo več krajšali. Vsak
izračun vrednosti cenilne funkcije pri FEMU namreč pomeni ponoven izračun celotne
simulacije po MKE, kar je sploh pri obsežnejših in nelinearnih simulacijah precej za-
mudno. Na podlagi tega linijskega iskanja smo določili faktor α, ki smo ga uporabili
pri določanju nove točke v enačbi 2.24.
Iterativni proces določanja minimuma prekinemo, ko določena vrednost izpolni konver-
genčni kriterij. Navadno tega določimo na podlagi gradienta oziroma njegove dolžine.
Celoten proces iskanja minimuma je prikazan na sliki 2.3.
Zavedamo se, da smo vse višje odvode zanemarili, poleg tega pa sprejeli tudi pred-
postavko, da so razlike liearno odvisne od od parametrov. Zato se nam lahko zgodi,
da ob slabem začetnem približku metoda ne konvergira in ni stabilna. Zato obstaja
Leveberg-Marquardtova metoda, ki izhaja iz Gauss-Newtonove metode.
2.2.6.2 Iskanje minimuma cenilne funkcije FEMU metode po Levenberg-
Marquardtovi metodi
Levenberg-Marquardtova metoda za določanje minimuma cenilne funkcije je precej
podobna Gauss-Newtonovi metodi. Izhaja iz enake oblike cenilne funkcije (utežena
razlika kvadratov) in temelji na enakih predpostavkah (razlike so linearno odvisne od
parametrov p).
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Slika 2.3: Shematski prikaz poteka iterativnega iskanja minimuma cenilnih funkcij
FEMU po Gauss-Newtonovi numerični metodi za iskanje minimuma.
Levenberg-Marquardtova metoda v prej omenjeno Gauss-Newtonovo metodo vpelje
dodaten numerični trik, s katerim se v bolj oddaljenih točkah odmakne od klasične
Newtonove metode in bolj približa gradientni metodi. Gradientna metoda temelji le
15
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na prvih dveh členih Taylorjeve vrste in zanemari že drugi odvod. Zaradi tega je
njena konvergenca veliko počasnejša, vendar velja gradientna metoda za veliko bolj
stabilno od Newtonove. Enako velja Levenberg-Marquardtovo metodo v primerjavi z
Gauss-Newtonovo. Ta se namreč v začetnih korakih približa gradientni, potem pa z
zmanjševanjem faktorja λ prehaja v čisto Gauss-Newtonovo metodo. S tem dosežemo,
da je na račun nekoliko počasnejše konvergence stabilnost v začetnih točkah boljša kot
pri uporabi Gauss-Newtonove metode.
Razlika med Levenberg-Marquardtovo in Gauss-Newtonovo metodo je, da namesto pri-
bližka Hessejeve matrike na začetku začnemo z matriko, ki je bolj podobna identiteti
in ima poudarjene diagonalne člene. To naredimo tako, da prej omenjenemu približku
Hessejeve matrike prištejemo njegovo diagonalno matriko, ki izhaja iz diagonale prib-
ližka Hessejeve matrike in je skalirana s faktorjem λ. Modificirana enačba za določitev
naslednjega koraka pri Levengberg-Marquardtovi metodi je
∆p = −
(︁
JT · J+ λ diag(JT · J)
)︁−1 · J · r(p) . (2.25)
Faktor λ je na začetku velik, nato pa ga zmanjšujemo iz koraka v korak. Zmanjšujemo
ga eksponentno, tudi za več dekad naenkrat. Levenberg-Marquardtovo metodo upora-
bimo, če se zavedamo, da ne moremo podati dobrega začetnega približka. Določitev
začetne vrednosti faktorja λ pa je odvisna od primera. Najlažje ga je določiti na pod-
lagi poznavanja ozadja razlik r(p). Če lahko trdimo, da je odvisnost r(p) blizu linearni
odvisnosti lahko začnemo z nižjo vrednostjo λ v rangu velikosti 10 ali 102. Drugače se
odločimo za višje vrednosti začetne λ.
Tudi pri Levenberg-Marquardtovi metodi smo uporabili linijsko iskanje minimuma,
podobno kot pri Gauss-Newtonovi metodi. Tukaj je doprinos le tega še večji, saj
začnemo z mehanizmom podobnim gradientni metodi, kjer je linijsko iskanje minimuma
nujno. Tudi tukaj smo uporabili grobo različico linijskega iskanja, ki ni vključevala
krajšanja intervala, saj smo še vedno pri FEMU metodi, ki zahteva zamudne izračune
po MKE za izračun vrednosti cenilne funkcije.
Iterativni proces reševanja FEMU po Levenberg-Marquardtovi metodi je prikazan na
sliki 2.4. Tudi tukaj proces prekinemo, ko dolžina vektorja gradienta c pade pod
določeno vrednost, ki predstavlja konvergenčni kriterij.
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Slika 2.4: Shematski prikaz poteka iterativnega iskanja minimuma cenilnih funkcij
FEMU po Levenberg-Marquardtovi numerični metodi za iskanje minimuma.
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2.3 Metoda virtualnih polj
Kot alternativa FEMU je bila razvita metoda virtualnih polj (ang. Virtual Fields
Method ali s kratico VFM). VFM ne potrebuje zamudnega izračuna po metodi končnih
elementov, zato je velikokrat hitrejša od FEMU metod. Ob enem pa se tudi zanaša le
na polje izmerjenih pomikov ali specifičnih deformacij in je zato neobčutljiva na robne
pogoje, ki jih večinoma merimo integralno in njihove eksaktne razporeditve po robu
ne poznamo. Prednost te metode je tudi, da se v primeru linearnih reoloških lastnosti
poenostavi v sistem linearnih enačb, kar pomeni, da iterativno reševanje ni potrebno.
Metoda temelji na principu virtualnega dela, kar pomeni, da velja, da je virtualno delo
notranjih sil enako virtualnemu delu zunanjih sil. Princip virtualnega dela v splošnem
zapišemo∫︂
Ω
σ · εv dΩ =
∫︂
Γf
q · uv dΓf , (2.26)
kjer je vektor q vektor zunanjih obremenitev, ki delujejo na telo, vektor uv pa vektor
virtualnih premikov v prijemališčih zunanjih obremenitev.
V praksi največkrat obravnavamo ravninsko obremenjene preizkušance, kar pomeni,



















Zaradi lažjih izračunov smo tokrat uporabili izračune členov matrikeD, iz katerih lahko
nato izračunamo materialne parametre v obliki, kot smo je vajeni.
V splošnem matrika D ni nujno konstanta (Hookeov zakon) in je lahko odvisna od
deformacij. Ravno tako obravnavan objekt ni nujno homogen. Če torej vstavimo
opisano zvezo v enačbo 2.26, ostane reološka zveza pod integralom. Za lažji opis
postopka določanja virtualnih polj, pa je v nadaljevanju opisan postopek reševanja
problema za homogen in linearno elastičen material obravnavanega preizkušanca. Ti
predpostavki nam v nadaljevanju dovoljujeta, da matriko D izpostavimo iz integrala,





ε · εv dV =
∫︂
Γf
q · uvdΓf . (2.30)
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Če iz zgornje enačbe izpostavimo neznane materialne konstante, dobimo za opisan
primer linearne elastičnosti in homogenosti materiala sistem linearnih enačb, ki ne










































































































Uporaba posebnih virtualnih polj nam prinese še bolj enostaven sistem enačb, kot
uporaba poljubnih virtualnih polj in ob enem še večjo zanesljivost in manjšo napako
pri analizi meritev. Vendar sama določitev posebnih virtualnih polj ni trivialno in
zahteva iterativno reševanje [2], [3].
2.3.1 Interpolacija izmerjenega polja pomikov in izračun spe-
cifičnih deformacij
V primeru, da so naše meritve podane v obliki diskretiziranega polja pomikov, moramo
iz njih izračunati polje specifičnih deformacij. To je lahko diskretno ali zvezno, temu
primerno pa moramo nato prilagoditi še virtualno polje deformacij in način integracije.
Načinov, kako aproksimirati/interpolirati polje pomikov je več.
Eden od načinov je ročna določitev aproksimativne poljske funkcije, ki kar se da dobro
popiše točke, ki smo jih izmerili pri eksperimentu. Prednost tega načina je, da imamo
funkcij le toliko, kot je neodvisnih smeri koordinatnega sistema. V nadaljnje izračune
gre manjše število, poleg tega pa si je lažje predstavljati način deformacije preizkušanca.
Slabost tega pristopa pa je, da je za vsak primer potrebno določiti nove aproksimacijske
funkcije popolnoma od začetka. Prav tako s tem pristopom velikokrat sprejmemo neke
predpostavke, da se telo deformira na določen način, kar pomeni, da lahko katerega od
vplivov hitro zanemarimo. Princip je prikazan v enačbi
uexp(x) = f(x) , (2.32)
kjer f(x) predstavlja vektorsko poljsko funkcijo.
Drugi način je globalna aproksimacija/interpolacija z oblikovnimi funkcijami. Te so
navadno polinomske narave in imajo navadno enake monome. V principu lahko z njimi
interpoliramo izmerjeno polje, vendar polja navadno obsegajo vsaj več 10 točk, kar bi
za interpolacijo s polinomi pomenilo polinome višjega reda, ki pa nam lahko prenihajo
med točkami, kar nam ne daje več merodajnega odvoda. Zato se navadno držimo
aproksimacije, ki pa prinese svojo napako. Prednosti takšnega pristopa so enostavna
integracija polinomskih funkcij in linearna odvisnost interpolacije/aproksimacije od
diskretnih vrednosti izmerjenih pomikov. Prednost je tudi, da je ta način mogoče
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avtomatizirati in navadno uporabiti na območju preizkušanca poljubne oblike. Sla-
bost tega pristopa pa je, da je na globalni ravni težko določiti splošno funkcijo, ki bi
upoštevala vpliv ene točke, ostalih pa ne. Princip določanja interpolacije/aproksimacije
je prikazan v enačbi
uexp(x) = N(x) ·U exp , (2.33)
kjer N(x) predstavlja matriko globalnih oblikovnih funkcij.
Tretji način, ki je tudi v praksi najbolj pogosto uporabljan, je aproksimacija/interpolacija
polja pomikov z odsekoma zveznimi oblikovnimi funkcijami. Pri tem izberemo tak
način aproksimacije, da je na globalni ravni zvezna vsaj primarna spremenljivka, torej
pomiki. Ta način je soroden ali celo enak načinu aproksimacije primarne spremenljivke
pri metodi končnih elementov. Določimo namreč definicijsko območje naše oblikovne
funkcije, ki je največkrat omejeno s štirimi točkami. Te točke predstavljajo štirikotnik,
na katerem lahko interpoliramo primarno spremenljivko in pozneje tudi enostavno nu-
merično integriramo. Prednost te metode je, da jo je enostavno avtomatizirati, po
drugi strani pa smo se izognili uporabi polinomskih funkcij višjega reda. Prav tako je
pri uporabi tega načina vrednost v vsaki opazovani točki popolnoma enaka izmerjeni
vrednosti, saj ne gre za aproksimacijo. Po drugi strani pa je na tak način težko zapisati
takšne funkcije, da bili tudi odvodi primarne spremenljivke zvezni. Indeks e je upo-
rabljen za interpolacijo po e-tem območju. Ta način interpolacije z enačbo zapišemo
uexpe (x) = Ne(x) ·U expe . (2.34)
Ko imamo določeno interpolacijo/aproksimacijo polja pomikov, se, v kolikor nimamo
tega podatka že iz meritev, lahko lotimo določanja polja deformacij. Pri izračunu de-
formacij se držimo izbrane teoretične definicije tenzorja specifičnih deformacij. Za naš
primer, kjer obravnavamo elastično telo, zadostuje inženirska definicija tenzorja speci-
fičnih deformacij εij =
1
2
(ui,j + uj,i). Ker imamo poznane aproksimacije/interpolacije
pomikov, lahko zdaj izračunamo tudi njihove odvode. V kolikor izbrane aproksimacij-
ske/interpolacijske funkcije niso analitično odvedljive, je potrebno izračunati odvode
numerično.
2.3.2 Določanje virtualnih polj
Ko imamo znane eksperimentalno določene pomike in specifične deformacije, se lahko
lotimo določanja virtualnih polj. Pri tem se tega spet lahko lotimo na več načinov.
Zavedati pa se moramo, da je potrebno določiti toliko polj, kot je neznanih parametrov
reološkega modela. Pri tem morajo vsa virtualna polja izpolnjevati določene zahteve:
– Morajo biti neničelna, saj drugače dobimo enačbo 0 = 0.
– Virtualna polja morajo zadostiti kinematskim robnim pogojem.
– Polja morajo biti med seboj linearno neodvisna.
– Virtualna polja morajo zadostovati teoriji specifičnih deformacij. Izpolnjene morajo
biti torej kinematične zveze med pomiki in specifičnimi deformacijami ter kompa-
tibilnostne enačbe. Reševanju kompatibilnostnih enačb se v praksi izognemo lahko
tako, da vedno izhajamo iz pomikov.
20
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Zaradi kompatibilnostnih enačb smo torej izhajali iz virtualnega polja pomikov in nato
računali specifične deformacije. Prvi način določanja virtualnih polj pomikov je ročna
določitev polj. Podobno kot v poglavju 2.3.1, tudi tukaj določimo polje pomikov kot
vektorsko polje. Tokrat interpolacijskih točk nimamo določenih, vendar moramo še
vedno izpolniti kinematične robne pogoje. Izbrati moramo toliko neničelnih vektorskih
polj, kot imamo neznanih parametrov v konstitutivnem modelu. Vektorska polja mo-
rajo biti med seboj linearno neodvisna in čim boljše upoštevati vpliv vseh parametrov.
Prednost tega načina je, da je enostaven, vendar je lahko zelo zamuden, če pogosto me-
njamo primer in ga velikokrat ni mogoče avtomatizirati. Princip določanja virtualnega
polja je prikazan v enačbi 2.35. Ko imamo znano polje virtualnih pomikov, lahko po
definiciji tenzorja specifičnih deformacij izračunamo polje specifičnih deformacij. Vir-
tualno polje podobno kot prej interpolacijo pomikov za izračun deformacij zapišemo
uvi (x) = fi(x) . (2.35)
Ročno lahko polje določimo tudi odsekoma namesto enega globalnega polja. Moramo
pa pri tem paziti, da je na prehodih zvezna vsaj primarna spremenljivka, torej pomiki.
Boljše pa je, če so zvezni tudi odvodi pomikov, saj tako ni dileme pri izračunu specifičnih
deformacij na prehodu. Na tak način lahko naša virtualna polja bolje prilagodimo
samemu primeru in pri tem uporabimo enostavnejše poljske funkcije.
Tretji način določanja virtualnih polj pomikov je z uporabo oblikovnih funkcij na glo-
balni skali. Podobno kot v prejšnjem podpoglavju je potrebno izbrati družino funkcij,
ki so navadno polinomske. Omogočajo precejšnjo avtomatizacijo in niso povsem vezane
na točno določen primer. Zahtevajo pa dodelitev diskretnega polja pomikov. Takšne
funkcije so navadno enostavno integrabilne. V principu lahko pri interpolaciji na tak
način pri večjem številu točk pride do neželjenih prenihajev med točkami, ki nam dajo
napačno vrednost odvodov na tem mestu. Funkcije lahko določimo enkrat za vsa po-
lja, spreminjamo pa le vrednosti pomikov v diskretnih točkah. Zapisano z enačbo torej
določimo virtualna polja na podlagi diskretnih vrednosti vozliščnih pomikov
uvi (x) = N(x) ·U vi . (2.36)
Zadnja možnost določanja virtualnih polj pa je določitev polj z odsekoma definiranimi
oblikovnimi funkcijami. Te temeljijo na razdelitvi celotnega območja na več odsekov,
na katerih definiramo enostavnejše oblikovne funkcije. Prednost je, da je možno proces
popolnoma avtomatizirati in da so funkcije na odsekih enostavno integrabilne. Zahteva
pa ta način dodatno diskretizacijo območja na odseke, podobno kot pri metodi končnih
elementov. Pri uporabi takšne določitve virtualnih polj, moramo zagotoviti, da bo na
prehodu med odseki zagotovljena vsaj zveznost primarne spremenljivke. Princip je
opisan z enačbo
uve,i(x) = Ne(x) ·U ve,i . (2.37)
Za zadnji način določitve polj pomikov smo se odločili tudi mi. Izvedba je sorodna
aproksimaciji primarne spremenljivke po območju končnega elementa. Podobna je
tudi diskretizacija telesa. Zato bomo območja v nadaljevanju kar imenovali elementi.
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Območje telesa smo diskretizirali z elementi, ki so štirikotne oblike z volišči v krajiščih
štirikotnika. Ker so elementi v principu štirikotniki nepravilnih oblik, moramo za
vsak element določiti posebne oblikovne funkcije, ki bodo ustrezale zahtevam. Vsaka
oblikovna funkcija mora v pripadajočem krajišču zavzeti vrednost 1, v vseh ostalih pa
0. Zato smo se odločili, da uvedemo dodaten korak, preslikavo v naraven koordinatni
sistem elementa, kjer je ta vedno enake oblike in lahko na njem določimo vedno enake
oblikovne funkcije. To smo izvedli z izometrično preslikavo, kar pomeni, da smo realne
koordinate na območju elementa xe popisali s koordinatami vozlišč elementa Xe in
oblikovnimi funkcijami v naravnem koordinatnem sistemu N(η). Zapisana z enačbo je
relacija med naravnim in realnim koordinatnim sistemom
xe(η) = N(η) ·Xe . (2.38)




(1 + ηi η) (1 + ξi ξ) , (2.39)
podobno, kot smo to že storili pri definiciji oblikovnih funkcij za numerični model
končnih elementov v poglavju 2.2.5.
Pri izračunu virtualnih specifičnih deformacij smo se držali inženirske definicije tenzorja
specifičnih deformacij. To pomeni, da potrebujemo prve odvode pomikov po realnih








kjer je J Jacobijeva matrika prvih odvodov, ki slika odvode po realnih koordiantah x













njeno vrednost pa lahko izračunamo iz znane relacije x(η).
Za izračun specifičnih deformacij potrebujemo torej matriko odvodov v realnem ko-
ordinatnem sistemu. To matriko imenujmo B. V splošnem je funkcija koordinat x,
vendar jo bomo zaradi kasnejše enostavnejše integracije zapisali v odvisnosti od η. To
lahko enostavno storimo, saj poznamo odvisnost x(η). Dobili smo torej matriko real-
nih odvodov kot funkcijo naravnih koordinat η. Virtualno polje deformacij lahko torej
zapišemo kot
εvi = B(η) ·U vi . (2.42)
Ko imamo določene funkcije in njihove odvode, moramo določiti le še vozliščne vre-
dnosti virtualnega polja pomikov. To smo storili tako, da smo dobili posebna virtualna
polja.
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Teoretične osnove in pregled literature
2.3.3 Določanje posebnih virtualnih polj
Princip, ki ga želimo doseči pri posebnih virtualnih poljih, smo opisali že v poglavju 2.3.2.
























































































1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
⎤⎥⎥⎦ .
(2.43)
V kolikor bi izhajali direktno iz virtualnih specifičnih deformacij, bi morali kot dodaten
pogoj postaviti še kompatibilnostne enačbe. Zato smo se odločili, da izhajamo iz vir-
tualnih polj pomikov. To pa nam zaradi načina interpolacije, omenjenega v prejšnjem
poglavju, prinese numerično iskanje polja pomikov. Rešiti moramo sistem nelinearnih
enačb, da bi poiskali najbolj primerna polja. Virtualna polja so med seboj neodvisna
in jih lahko iščemo ločeno, enega za drugim. Rešujemo torej sisteme enačb po vrsticah,
zato bomo v nadaljevanju delali na primeru prve vrstice. Določiti je torej potrebno 1.



























Določanja vsakega posebnega virtualnega polja smo se lotili po Gauss-Newtonovi me-



































Spremenljivke, po katerih smo iskali minimum zapisane funkcije, so bile vozliščne vre-
dnosti virtualnih pomikov U vi . Imenujmo bx, by in bxy 3 vrstice matrike B in naj bodo
vrstice vektorji, tako da velja
εv1x = bx ·U v1 , (2.46)
εv1y = by ·U v1 in (2.47)
γv1xy = bxy ·U v1 . (2.48)
Enačbe veljajo na območju posameznega elementa. Postopek integracije je torej tak,
da integriramo po elementih in nato vrednosti seštejemo. Tako lahko enačbo 2.45
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zapišemo kot direktno odvisno od U v1 , saj lahko ta člen izpostavimo iz integralov.






































Ker smo funkcijo zapisali kot vsoto kvadratov razlik, lahko to zapišemo tudi krajše kot



























Tukaj lahko vidimo, da je vsaka izmed razlik linearno odvisna od U v1 . To enačbo smo
reševali po Gauss-Newtonovi metodi. Zato smo potrebovali Jacobijevo matriko J. To
smo izračunali tako, da smo vsako izmed razlik odvajali po U v1 . Jacobijeva matrika je





























Ti dve veličini potrebujemo za izračun koraka pri Gauss-Newtonovi iterativni metodi.
Tega izračunamo po enačbi
∆U v1 = −
(︁
JT · J
)︁−1 · J · r(U v1) . (2.52)
Pri določanju virtualnih polj pa moramo paziti tudi na upoštevanje primarnih kine-
matskih robnih pogojev. To najlažje naredimo tako, da jih vpišemo v začetni približek,
nato pa pri izračunu naslednje točke oziroma koraka v enačbi 2.52 te vrstice in stolpce,
ki ponazarjajo odvisnost od teh točk, nadomestimo z vrstico/stolpcem 0. Postopek do-
ločanja posebnega virtualnega polja je iterativen in je prikazan na sliki 2.5. V splošnem
je konvergenca zaradi enostavne relacije hitra, postopek pa ni računsko zahteven. Pri
gostejših mrežah lahko pride do večjih sistemov, kar upočasni računanje. Postopek
določanja posebnega virtualnega polja je potrebno ponoviti tolikokrat, kolikor imamo
neznank v konstitutivnem modelu.
Pri določanju posebnih virtualnih polj, težko dosežemo, da ustvarimo idealno virtualno
polje, ki bi nam dalo popolno enakost, opisano v enačbi 2.44. Torej bo matrika na levi
strani enačaja redko kdaj popolna identiteta. To je namreč posledica šuma, nehomoge-
nosti in same napake, ki jo storimo pri pretvorbi realnega primera v model (teoretične
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Slika 2.5: Shematski prikaz poteka programa za določanje posebnega virtualnega
polja.
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Za vsak slučaj smo v naših analizah vpisali še dodaten del, ki reši nastali sistem enačb.
Torej se z uporabo posebnih virtualnih polj ne izognemo reševanju sistema enačb,
prinesejo nam pa najboljšo možno izbiro za zmanjšanje vpliva šuma na meritvah na
rezultat.
Možna je tudi uporaba metode virtualnih polj za analizo meritev, kjer je bilo zabe-
leženih več časovnih trenutkov. Pri tem lahko opazujemo v vsakem časovnem trenutku
tangentno ali sekantno togost. Se pa moramo zavedati, da je potrebno v tem pri-
meru za vsak časovni trenutek določiti novo skupino virtualnih polj, oziroma posebnih
virtualnih polj.
2.4 Metoda izpolnitve konstitutivne enačbe
Pri CEGM (iz angleščine: Constitutive Equation Gap Method) izhajamo iz znanega po-
lja pomikov u(x), iz katerega lahko izračunamo polje specifičnih deformacij εij(u(x)).
Naša iskana količina je Dijkl, ki je definirana bodisi kot tangentni ali kot sekantni mo-
dul v primeru inkrementalnega obremenjevanja preizkušanca med testom. Neznano je
tudi polje napetosti σij(x).
Zaradi opisanih neznank definiramo njihove začetne približke. Za σij(x) definiramo
začetni približek τij(x), ki je tako kot σij(x) simetričen in upošteva robne pogoje iz
poglavja 2.1 in ravnotežno enačbo 2.1. Za Dijkl, ki je v splošnem lahko odvisna od
lokacije, definiramo približek Qijkl, ki ima prav tako enake lastnosti kot Dijkl, torej je
















– zaloga vrednosti funkcionala: F(τij, Qijkl) ≥ 0,
– če velja F(τij, Qijkl) = 0, potem je τij(x) = σij(x) in Qijkl(x) = Dijkl(x),
– funkcional F(τij, Qijkl) je konveksen za vse τij(x) in Qijkl(x), ki upoštevata prej
opisane pogoje.
Reševanja problema iskanja minimuma funkcionala se lahko lotimo po kateremkoli
postopku iskanja minimuma funkcije. Torej se lahko lotimo analitično ali pa numerično
po kateri izmed numeričnih metod za določanje minimuma funkcije. Upoštevati pa je
potrebno, da mora τij(x), čeprav je približek, upoštevati ravnotežno enačbo in robne
pogoje. Pri analitičnem reševanju lahko te omejitve upoštevamo z enakostnimi pogoji
in Lagrangevimi množtelji, pri uporabi numeričnih metod za reševanje tega problema,
pa je potrebno v funkcijo dodatno vnesti te pogoje na čim bolj zvezen način v okolici
rešitve.
Enakostne pogoje lahko implementiramo s penalnimi metodami, kar na kratko opisano
pomeni, da ko pogoj ni izpolnjen (hi ̸= 0), se vrednosti cenilne funkcije (v tem primeru
funkcionalu F(τij, Qijkl)) prišteje določena pozitivna penalna vrednost, ki je odvisna
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i , kjer je µ penalni koeficient, ki
ga določimo specifično za primer po izkušnjah.
V našem primeru so enakostni pogoji 3:







τij,j τik,k dΩ , (2.55)







(τij nj + qi) (τik nk + qi) dΓf in (2.56)







(τij nj) (τik nk) dΓp . (2.57)
Za numerično reševanje lahko torej na novo zapišemo dopolnjen funkcional






Iskanja minimuma funkcionala F∗(τij, Qijkl) se lahko v tej točki lotimo s katerokoli iz-
med numeričnih metod za iskanje minimuma funkcije. Tega se lotimo tako, da globalno
iterativno zanko razdelimo na dva dela. Najprej se v vsaki globalni iteraciji lotimo is-
kanja minimuma F∗(τij, Qijkl) po τij, kar pomeni še eno iterativno zanko znotraj vsake
globalne iteracije. V drugem delu pa se lotimo še iskanja minimuma F(τij, Qijkl) po
Qijkl, kar spet pomeni novo iterativno zanko. V drugem delu se lahko lotimo iska-
nja minimuma F(τij, Qijkl) in ne nujno F∗(τij, Qijkl), saj dodatni enakostni pogoji
v F∗(τij, Qijkl) niso odvisni od Qijkl. Tako lahko delno skrajšamo izračun iterativne
zanke [11].
2.5 Metoda izpolnitve statičnega ravnotežja
Ena od metod inverzne identifikacije materialnih lastnosti je tudi metoda izpolnitve sta-
tičnega ravnotežja ali EGM (iz angleščine: Equilibrium Gap Method), le da ta ni popol-
noma samostojna, saj potrebuje referenčne materialne lastnosti in je nato namenjena
ugotavljanju nehomogenosti v materialu. Metoda namreč temelji na predpostavki, da
v kolikor pride do nehomogenosti v materialu zaradi takšnih ali drugačnih lastnosti, ta
deluje na vse komponente tenzorja materialnih lastnost Dijkl enako, proporcionalno.
Predpostavimo torej, da poznamo komponente tenzorjaDrefijkl, ki je naš referenčni tenzor
materialnih lastnosti. Tega dobimo lahko bodisi iz standardnih analiz nateznih ali
podobnih preizkusov ali s katero od prej opisanih metod in predstavlja neko globalno,
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povprečno vrednost parametrov togosti materiala. Vemo pa, da realen material nikoli
ni popolnoma homogen, zato lahko zapišemo
Dijkl(x) = c(x) ·Drefijkl , (2.59)
kjer je c(x) skalarno polje proporcionalnih koeficientov. V splošnem c(x) predstavlja
raztros vrednosti koeficientov materialne togosti, vendar lahko to metodo interpreti-
ramo tudi na drugačen način. Če vemo, da nam poškodba v preizkušancu material
lokalno oslabi in da je ta oslabitev proporcionalna v vseh smereh hkrati, lahko ska-
larno polje c(x) zapišemo v odvisnosti od poškodbe materiala c(x) = 1 − d(x), kjer
lahko d(x) zavzame vrednosti na intervalu [0, 1]. Tako lahko dokaj enostavno določimo
lokalno raven poškodbe d(x).
Pogosta implementacija te metode je v kombinaciji z metodo končnih elementov. V tem
primeru največkrat skalarno polje c(x) diskretiziramo na način, da vsakemu elementu
e pripišemo diskretno Ce in tako dobimo modificirane togosti znotraj posameznega
elementa
Deijkl = Ce ·D
ref
ijkl . (2.60)
Ker je vrednost Ce znotraj vsakega elementa konstanta, jo lahko izpostavimo pred
integral pri izračunu togostne matrike elementa Ke, kjer je K
ref
e togostna matrika
elementa e izračunana z referenčnimi vrednostmi materialnih lastnosti. Modificirana
togostna matrika posameznega elementa je torej
Ke = Ce ·Krefe . (2.61)
S sestavljanjem globalne togostne matrike numeričnega modela tako dobimo novo to-
gostno matriko, modificirano s konstantami Ce, ki jo označimo s KC . Za določanje
konstant Ce se moramo s simulacijo po MKE čim bolj približati izmerjenim vredno-
stim, za kar lahko uporabimo eno izmed prej opisanih različic FEMU metode [2], [12].
2.6 Metoda izpolnjenosti pridruženega stanja
Metoda izpolnjenosti pridruženega stanja ali iz angleščine Reciprocity Gap Method (s
kratico RGM) je posebna variacija metode virtualnih polj, ki izhaja iz predpostavke,
da poznamo le meritve na robu opazovanega območja. To je tudi razlog, da je RGM
občutno manj razširjena od metode virtualnih polj, saj v primeru, da imamo v ce-
loti izmerjeno polje pomikov ali deformacij, z uporabo RGM večino zajetih podatkov
preprosto zanemarimo.
Predpostavimo torej, da poznamo vrednosti izmerjenih pomikov na robu preizkušancaˆ︁u(x) ; ∀x ∈ Γ in porazdelitev obremenitve ˆ︁q(x) ; ∀x ∈ Γ. Meritve so bile zajete na
preizkušancu Ω z materialnimi lastnostmi Dijkl, ki jih ne poznamo. Med preizkusom
se je vzpostavilo polje pomikov u(x), ki ga prav tako ne poznamo v celoti, le njegove
vrednosti na robu preizkušanca. Prav tako ne poznamo niti polja specifičnih deformacij
εij(u).
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Teoretične osnove in pregled literature
Predpostavimo drugačno stanje. Naj bo u∗(x) polje pomikov, ki je nastalo na našem
telesu Ω z enakimi kinematičnimi robnimi pogoji, ampak s preizkusnimi materialnimi
lastnostmi D∗ijkl. To polje pomikov je nastalo zaradi obremenitve telesa s porazdelitvijo
obremenitve po robu q∗(x) ; ∀x ∈ Γ. Takšno stanje imenujemo pridruženo stanje (ang.
adjoint state). Iz teh vrednosti lahko na podlagi principa virtualnega dela zapišemo
recipročnostni funkcional











(︁ˆ︁q · u∗ − q∗ · ˆ︁u)︁ dΓ .
(2.62)
Recipročnostni funkcional R ima tako znano vrednost za katerokoli pridruženo stanje
u∗(x) in ima vrednost 0 oziroma
R(D∗ijkl, u; u∗) = 0 za katerokoli stanje u∗(x) , (2.63)
če zapišemo z enačbo [2].
Cilj metode izpolnjenosti pridruženega stanja je torej zadostiti enačbi 2.63 za katero
koli pridruženo stanje. To lahko izpolnimo tako, da določimo vsaj toliko linearno
neodvisnih pridruženih stanj, kot imamo neznanih parametrov. Tako dobimo sistem
enačb, iz katerega so vrednosti parametrov enolično določljive. Ravno zaradi dejstva,
da v marsikaterem primeru analize eksperimenta, ta metoda večino podatkov zanemari
in da ravno na robu največkrat manjkajo podatki ter zaradi svoje računske zahtevnosti,
metoda pridruženih stanj v praksi ni pogosto uporabljana.
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3 Metodologija raziskave
3.1 Zasnova sintetičnega eksperimenta
Najprej smo metode preizkusili z analizo sintetičnega eksperimenta, ki smo ga izve-
dli kot simulacijo po metodi končnih elementov. Simulacijo smo izvedli v programu
Abaqus. Sintetični eksperiment je točkovno obremenjen visoki nosilec. Geometrija in
robni pogoji sintetičnega eksperimenta so prikazani na sliki 3.1. Nosilec je na sredini
obremenjen s silo F = 100N. To silo smo izbrali, saj z izbrano geometrijo preizkušanca
in izbranimi materialnimi lastnostmi predstavlja predstavljivo in realno vrednost obre-
menitve. Kinematični robni pogoji ustrezajo podporam prikazanim na sliki, torej je
predpisan pomik v x in y smeri v levem spodnjem kotu in pomik samo v y smeri v
desnem spodnjem kotu. Predpisana debelina nosilca je 1 mm in je homogena.
Slika 3.1: Prikaz zasnove sintetičnega eksperimenta in njegovih robnih pogojev.
Za izvedbo upogiba smo nosilcu predpisali homogene ortotropne elastične lastnosti. Te
so zapisane v tabeli 3.1. Te smo preprosto naključno določili tako, da so vrednosti
znotraj običajnih. Materialne lastnosti ne predstavljajo lastnosti konkretnega realnega
materiala.
Sintetični preizkus smo izvedli kot simulacijo po metodi končnih elementov v Abaqusu.
Za izvedbo simulacije smo uporabili predpostavke ravninskega napetostnega stanja, ki
smo jih uporabili tudi pozneje v analizah. To pomeni, da smo zanemarili napetosti
σzz, σxz in σyz, ki bi pri realnem obremenjevanju lahko nastale.
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Sintetični preizkus metod FEMU in VFM smo izvedli v dveh različicah, z redkejšo in
gostejšo mrežo. Ti sta prikazani na slikah 3.2 in 3.3. Pri redkejši mreži smo elementom
predpisali globalno velikost 10 mm, pri gostejši pa 1 mm.
Slika 3.2: Prikaz redkejše mreže sintetičnega eksperimenta.
Slika 3.3: Prikaz gostejše mreže sintetičnega eksperimenta.
Rezultate smo izpisali v takšno obliko, da smo jo lahko pozneje prebrali z našimi
programi za analizo v Wolfram Mathematici. V rezultatih so zapisane koordinate
vozlišč, vozlišča, ki tvorijo posamezen element, vozliščni pomiki in reakcijske sile v
vozliščih. Sintetično ustvarjene rezultate preizkusa smo nato pognali v naših analizah
in primerjali konvergenco in stabilnost analiz. Šuma v naš sintetični eksperiment nismo
vključevali in posledično nismo opazovali njegovega vpliva.
3.2 Zasnova programa za analizo po FEMU metodi
in verifikacija s sintetičnim eksperimentom
FEMU metode bazirajo na simulacijah po metodi končnih elementov. Te se izvajajo
iterativno, dokler se rezultati simulacije ne ujemajo dovolj dobro z rezultati preizkusa.
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Na podlagi te primerjave lahko v novi iteraciji posodobimo parametre materialnih
lastnosti in izvedemo novo simulacijo. Iterativni proces se zaključi, ko so rezultati
simulacije dovolj blizu rezultatom preizkusa. Postopek je v grobem prikazan na sliki 3.4.
Slika 3.4: Grob shematski prikaz poteka analize s FEMU metodo.
Da bi uspešno določili iskane materialne parametre, je potrebno programe zasnovati
nekoliko bolj podrobno. V nadaljevanju je opisan primer zasnove programa za analizo
po FEMU-U različici z Gauss-Newtonovo metodo iterativnega določanja minimuma.
Verifikacije vseh različic FEMU metode smo izvedli tako po Gauss-Newtonovi kot po
Levenberg-Marquardtovi metodi iskanja minimuma. Podroben potek programa je pri-
kazan na sliki 3.5. Za ostale različice metode so poteki podobni, primerjajo pa se
druge količine, izmerjene pri eksperimentu. Razlike so opisane v poglavjih 3.2.2, 3.2.3
in 3.2.4.
Zasnove programa za analizo po FEMU smo se lotili najprej z načrtovanjem programa,
ki vsebuje funkcije, potrebne za izvedbo izračuna po MKE, in izračun po MKE v obliki
funkcije, ki ima za vhodne parametre samo naše materialne parametre. Vozlišča in
elemente ter robne pogoje in konstitutivni zakon prevzame iz trenutnega osnovnega
programa za FEMU. Za poseben program za izračun MKE smo se odločili, ker ga
potrebujemo pri vseh različicah FEMU in delno tudi pri VFM. Pri MKE izračunih in
pomožnih funkcijah smo sledili teoriji, opisani v poglavju 2.2.5.
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Slika 3.5: Potek programa za analizo meritev po FEMU-U različici. Za druge različice
FEMU so diagrami poteka podobni z minimalnimi odstopanji.
3.2.1 Potek programa za analizo po FEMU-U
FEMU-U različica izhaja iz izmerjenega polja pomikov. V kolikor je polje zapisano
diskretno, moramo paziti, da naša vozlišča v simulacijah sovpadajo s tistimi pri me-
ritvah, drugače direktna primerjava ni mogoča. Na začetku torej uvozimo izmerjene
vozliščne pomike. Nato moramo določiti robne pogoje za simulacijo. Pri izbiri kinema-
tičnih robnih pogojev lahko zapišemo vozliščne pomike v podporah, v kolikor imamo
te znane. Če nam niso znani, jih moramo ustrezno oceniti. Pri tem moramo določiti,
na kolikšen del preizkušanca vplivajo in kakšni so po svoji velikosti. FEMU metode
omogočajo tudi simulacijo kontakta, ki nam lahko ob izbiri pravih parametrov poda
zelo dober približek realnemu stanju v podporah. Prav tako nas čim bolj natančno
zanimajo sekundarni robni pogoji, torej obremenitve. Z njimi želimo čim boljše po-
snemati realno dogajanje, saj te niso vedno idealne. Tukaj ravno tako lahko pride
prav simulacija kontakta. Izbrani robni pogoji so v primeru sintetičnega eksperimenta
opisani v poglavju 3.1, v primeru realnega 4-točkovnega upogibnega preizkusa pa v
poglavju 3.4.2.
Ko imamo robne pogoje določene, smo določili še konstitutivni zakon, ki nam pred-
pisuje reološko zvezo med napetostmi in deformacijami. V našem primeru smo tako
pri sintetičnem kot pri realnem eksperimentu opazovali elastičen ortotropen material,
kar pomeni, da smo za konstitutivni model izbrali Hookeov zakon za ortotropne ma-
teriale. Iz konstitutivnega zakona smo izbrali tudi parametre, ki jih iščemo. Znane
parametre smo kar vnesli vanj. Za začetni približek smo izbrali parametre zapisane v
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tabeli 3.2. Cenilna funkcija in iterativne zanke, tako Gauss-Newtonova kot Levenberg-
Marquardtova, so opisane v poglavju 2.2. Za izračun Jacobijeve matrike smo uporabili
metodo končnih razlik, saj analitičnega odvoda r po parametrih p nismo mogli določiti.
Uporabili smo levo diferenčno shemo z razlikami 0,0001p.
3.2.2 Potek programa za analizo po FEMU-F
Program za FEMU-F je zasnovan podobno kot program za FEMU-U, iz katerega smo
tudi izhajali. Do izbire iskanih parametrov poteka program skoraj enako, le uvožene so
še vozliščne sile poleg pomikov. Tudi določitev konstitutivnega zakona in izbira iskanih
parametrov sta enaki. Opazna pa je ena velika razlika, in sicer kot robne pogoje tokrat
predpišemo celotno polje pomikov, ki ga poznamo v vsaki točki. Za začetni približek
smo tudi tokrat vzeli parametre iz tabele 3.2.
Ker imamo kinematično popolnoma določeno telo, simulacije v klasičnem smislu niso
potrebne. Potrebujemo le togostno matriko sistema, saj lahko izračunamo razlike po
enačbi r(p) = f exp−K ·U exp. To nam omogoči veliko hitrejši izračun v vsaki iteraciji.
Tudi pri FEMU-F se nismo ukvarjali z analitičnim odvodom ∂ r(p)
∂ p
in smo uporabili
levo diferenčno shemo, enako kot pri FEMU-U.
3.2.3 Potek programa za analizo po FEMU-E
FEMU-E različica je po svojem izvoru zelo podobna FEMU-U. Po svoji strukturi in
poteku je tudi program nadvse podoben. Tokrat poleg vozliščnih pomikov uvozimo
še specifične deformacije, če imamo to možnost. Drugače jih je potrebno izračunati iz
vozliščnih pomikov. To pomeni sicer dodaten korak, vendar pa lahko za to uporabimo
model končnih elementov, ki ga imamo že ustvarjenega. Od tu naprej je postopek
praktično enak kot pri FEMU-U, le da iz izračunov po MKE izpisujemo deformacije,
ki jih pozneje tudi primerjamo.
Glavna razlika med FEMU-U in FEMU-E je v primerjalnih točkah. Medtem ko pri
FEMU-U primerjamo vozliščne pomike, pa FEMU-E primerja specifične deformacije.
Pri uporabi MKE (posebno, če uporabljamo numerično integracijo, kot je Gaussova)
se deformacije izpisujejo po elementih, in sicer v njihovih integracijskih točkah. To pri
sintetičnem eksperimentu ni problem, ker celoten primer izvira iz izračuna po MKE. Pri
realnem štiritočkovnem upogibnem preizkusu pa to tudi ni povzročalo težav, saj smo
imeli prosto možnost izbire točke, v katerih smo izpisovali deformacije. Potrebovali smo
le globalne koordinate integracijskih točk v pripadajoči mreži. Za izračun Jacobijeve
matrike smo tako kot prej uporabili levo diferenčno shemo.
3.2.4 Potek programa za analizo po FEMU-UF
FEMU-UF je, kot že ime pove, kombinacija FEMU-U in FEMU-F. Po poteku programa
pa je bolj podobna FEMU-U, saj je postopek enak. Čeprav primerjamo tudi sile po
območju, tokrat robne pogoje vnesemo enako kot pri FEMU-U. Na začetku in pozneje
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iz simulacij po MKE pa izpisujemo pomike in vozliščne sile. Ta metoda naj bi prine-
sla dodatno stabilnost in manjši vpliv robnih pogojev na rezultat iskanja materialnih
parametrov. Ker je cenilna funkcija kombinirana, je potrebno pri izračunu določiti še
dodaten parameter, ki pokaže razmerje med vplivom pomikov in sil na cenilno funkcijo
in njene odvode. Določiti je potrebno še utežni faktor wU , ki pomeni delež vpliva po-
mikov. Mi smo ga določili tako, da so pomiki in vozliščne sile enakovredni, torej smo
predpisali wU = 0,5. Za izračun odvodov in Jacobijeve matrike smo tudi tu uporabili
levo diferenčno shemo.
3.2.5 Verifikacija metode posodabljanja modela končnih ele-
mentov
Verifikacijo metode posodabljanja modela končnih elementov (ali FEMU) smo izve-
dli na sintetičnem eksperimentu. Glede na to, da je sintetični eksperiment simulacija
po MKE, ki je bila izvedena z Abaqusom, smo s tem verificirali izračune po MKE in
različice metode posodabljanja modela končnih elementov. Te smo izvedli po Gauss-
Newtonovi metodi in po Levenberg-Marquardtovi metodi iskanja minimuma. Pri vseh
različicah smo izhajali iz enakega začetnega približka, ki je zapisan v tabeli 3.2. Ve-
rifikacijo smo izvedli na redki mreži z globalno velikostjo elementa 10 mm in na gosti
mreži z lokalno velikostjo elementa 1 mm.







Pri implementaciji različic FEMU smo v iterativni zanki pri redki in pri gosti mreži
normirali cenilne funkcije in njihove gradiente, tako da so vrednosti primerljive. Za
konvergenčni kriterij smo uporabili dolžino vektorja gradienta v točki |c(pk)|. Iterativni
proces smo prekinili, ko je ta padla pod 1 · 10−5. Pri Levenberg-Marquardtovi metodi
iskanja minimuma smo začeli z vrednostjo λ = 10, nato pa smo jo z vsako iteracijo
zmanjšali za faktor 0,1.
Vse različice FEMU so konvergirale in dosegle ciljno vrednost parametrov in cenilne
funkcije. Rezultati so prikazani v tabeli 3.3. Izrisali smo tudi grafe konvergence, ki pa
so zaradi preglednosti priloženi v prilogi A. Iz rezultatov lahko vidimo, da vse različice
metode posodabljanja modela končnih elementov konvergirajo k izhodiščnim vredno-
stim, s katerimi smo tudi zasnovali naš sintetični eksperiment. Glede na to, da smo
pri vseh uporabili enak kriterij za konvergenco, različice pa niso dosegle popolnoma
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enake natančnosti, lahko sklepamo, da je vzrok za razlike v natančnosti način normira-
nja cenilne funkcije in posledično tudi njenih odvodov. Vendar je natančnost pri vseh
različicah sprejemljiva, zato je nismo prilagajali.

















7999,96 9999,97 10000,2 0,399992 9,72433 · 10−13 4
(G.-N.)
FEMU-U
8001,13 10001,8 9993,84 0,400137 4,26715 · 10−11 7
(L.-M.)
FEMU-F
8000,12 9999,8 10000,6 0,400024 1,2431 · 10−8 4
(G.-N.)
FEMU-F
7990,95 9996,55 9993,76 0,399993 3,78588 · 10−8 5
(L.-M.)
FEMU-E
7999,98 9999,68 10000,3 0,399991 1,03025 · 10−10 5
(G.-N.)
FEMU-E
7999,98 9999,68 10000,3 0,399991 1,0325 · 10−10 7
(L.-M.)
FEMU-UF
7999,96 9999,97 10000,2 0,399992 4,86217 · 10−13 4
(G.-N.)
FEMU-UF




8000,09 10001,8 9997,86 0,399923 9,55026 · 10−11 3
(G.-N.)
FEMU-U
8000,0 10000,0 9999,92 0,400 9,21521 · 10−13 7
(L.-M.)
FEMU-F
7999,26 9999,9 10000,6 0,399982 2,46156 · 10−8 8
(G.-N.)
FEMU-F
7999,26 9999,9 10000,6 0,399982 2,46156 · 10−8 9
(L.-M.)
FEMU-E
8000,0 10000,1 10000,1 0,399993 3,40145 · 10−9 5
(G.-N.)
FEMU-E
8000 10000,1 10000,1 0,399993 3,40145 · 10−9 7
(L.-M.)
FEMU-UF
8000,09 10001,8 9997,86 0,399923 4,77409 · 10−11 3
(G.-N.)
FEMU-U
8000,0 10000,0 9999,92 0,400235 7,01998 · 10−11 6
(L.-M.)
(G.-N.) - iskanje minimuma izvedeno po Gauss-Newtonovem algoritmu
(L.-M.) - iskanje minimuma izvedeno po Levenberg-Marquardtovem algoritmu
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V splošnem lahko opazimo, da Leveberg-Marquardtov algoritem potrebuje več iteracij
kot Gauss-Newtonov. To je posledica dodatka faktorja λ, ki algoritem v začetnih ite-
racijah približa gradientni metodi, ki ima v splošnem počasno konvergenco, saj temelji
le na vektorju gradientu in ne tudi na Hessejevi matriki drugih odvodov. S tem pa naj
bi pridobili na stabilnosti algoritma v bolj oddaljenih točkah, oziroma slabših začetnih
približkih.
Iz grafov, prikazanih v prilogi A, lahko opazimo, da se različici FEMU-U in FEMU-UF
povsem ujemata, razen v primeru vrednosti cenilne funkcije. To se pojavi, ker v primeru
idealno določenih robnih pogojev (ti namreč povsem sovpadajo z eksperimentalnimi),
del cenilne funkcije, ki ga popišejo sile, vedno zavzame vrednost 0. Torej dobimo čisto
FEMU-U različico, pomnoženo s faktorjem wU .
Opazimo lahko tudi, da v primeru sintetičnega eksperimenta gostota mreže nima iz-
razitega vpliva na konvergenco algoritmov. Ta se je zmanjšala le v primeru FEMU-U
z Gauss-Newtonovo metodo iskanja minimuma. Lahko pa opazimo, da vpliva na na-
tančnost rezultatov, saj so v primeru goste mreže rezultati z uporabo enakega konver-
genčnega kriterija veliko bližje izhodiščnim vrednostim. Zavedati pa se moramo, da
gostota mreže zelo poveča čas izračuna posamezne simulacije po MKE.
3.3 Zasnova programa za analizo meritev po me-
todi virtualnih polj in verifikacija s sintetičnim
eksperimentom
Pri VFM izhajamo iz osnovne enakosti notranjega in zunanjega virtualnega dela, pri-
kazane v enačbi∫︂
Ω
εvij ·Dijkl · εkl dΩ =
∫︂
Γ
uvi · qi dΓ . (3.1)
V tej enačbi so upoštevani tudi parametri materialnih lastnosti p. Da bi uspešno
izločili prave parametre, moramo slediti korakom metode virtualnih polj. Grob potek
programa za analizo podatkov meritev na podlagi metode virtualnih polj je prikazan
na sliki 3.6.
Na prvi pogled je potek programa linearen, vendar se tudi tu lahko pojavijo iterativne
zanke. Prvi problem se pojavi že zaradi diskretnih podatkov iz meritev. Meritve so
namreč podane kot vrednosti v konkretnih točkah in ne kot zvezno polje pomikov in
deformacij. Druga težava se pojavi pri določanju linearno neodvisnih virtualnih polj,
ki bodo izpolnili primarne robne pogoje, in načina njihove interpolacije/aproksimacije
po območju elementa. Tretja težava se pojavi pri načinu integracije po območju pre-
izkušanca in napaki, ki nastane zaradi interpolacije oziroma aproksimacije virtualnega
in realnega polja specifičnih deformacij. Zadnji korak pa je v splošnem rešitev sis-
tema nelinearnih enačb. Ta se sicer v našem primeru poenostavi v sistem linearnih
enačb, vendar lahko že nehomogenost materiala to poenostavitev prepreči. Zato smo
predpostavili, da je naš material homogen in linearno elastičen.
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Slika 3.6: Shematski prikaz poteka programa za analizo meritev po metodi virtualnih
polj.
Bolj natančen potek programa je prikazan na sliki 3.7. Program, ki je prikazan, je nare-
jen za izračun parametrov z uporabo posebnih virtualnih polj. Tudi pri tem programu
smo ohranili nekatere funkcije povezane z metodo končnih elementov. To je funkcija za
izračun deformacij po elementih virtualnih polj. Zato smo morali ravno tako najprej
pognati vzporedni program MKE.nb, ki potrebne funkcije definira.
V splošnem je potek programa v prvem delu podoben potekom programov pri FEMU,
ki so opisani v poglavju 3.2. Ravno tako je potrebno najprej uvoziti podatke, tokrat v
obliki polja deformacij. Če tega nimamo na voljo, je potrebno dodati še vmesen korak,
v katerem iz polja pomikov izračunamo polje deformacij. Nato se moramo odločiti,
katere parametre bomo iskali. V našem primeru smo za VFM izbrali parametre Dxx,
Dyy, Dxy in Ds, saj smo tako dobili sistem linearnih enačb, opisan v poglavju 2.3.



















Gxy = Ds . (3.5)
Robne pogoje smo določili enako kot pri FEMU, torej enako kot izhodiščne robne
pogoje za sintetični eksperiment. Tudi konstitutivni zakon je bil enak, torej Hookeov
zakon. V primeru določanja posebnih virtualnih polj smo določili najprej množico
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Slika 3.7: Potek programa za analizo meritev po metodi virtualnih polj z določanjem
posebnih virtualnih polj. V primeru druge oblike določanja virtualnih polj, se
diagrami poteka razlikujejo minimalno.
vrednosti pomikov in nato predpisali, katere vrednosti se ne smejo spreminjati zaradi
kinematičnih robnih pogojev. Nato smo iterativno po Gauss-Newtonovi metodi določili
pomike v ostalih točkah. Na koncu smo po zgornjih enačbah izpisali dobljene inženirske
konstante.
V primeru ročnega določanja virtualnih polj iterativni proces določanja polj ni potre-
ben. Moramo pa biti pozorni, da polja, ki jih določimo, res izpolnijo kinematične robne
pogoje, da so neničelna in da niso medsebojno linearno odvisna. Prav tako smo pazili,
da v nobenem primeru pomik na mestu obremenitve in v smeri obremenitve ni enak
nič, saj bi tako dobili virtualno delo enako 0. Paziti moramo tudi, da so v virtualnih
poljih čim boljše popisane vse specifične deformacije.
3.3.1 Verifikacija metode virtualnih polj
Tudi metodo virtualni polj smo verificirali na primeru sintetičnega eksperimenta, opi-
sanega v poglavju 3.1. Začetnega približka v primeru metode virtualnih polj ne potre-
bujemo. Rezultati verifikacije so zapisani v tabeli 3.4.
Iz tabele 3.4 lahko vidimo, da je v primeru sintetičnega preizkusa brez šuma tudi me-
toda virtualnih polj stabilna in natančna. Tokrat nima smisla primerjati konvergence,
saj v primeru ročnega določanja virtualnih polj sploh nimamo iterativne zanke, razen
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Exx 7999,74 8000,52 MPa
Eyy 9998,24 10000,2 MPa
Gxy 10000,3 10001,1 MPa
νxy 0,400031 0,399992 /
Gosta mreža
Exx 8000,13 7999,64 MPa
Eyy 10000,1 10000,4 MPa
Gxy 9999,8 10001,1 MPa
νxy 0,399968 0,399982 /
če se odločimo za iterativno reševanje sistema enačb. To pa zaradi majhnega števila
parametrov, kar pomeni majhen sistem enačb, ni potrebno.
V prilogi B so priložene slike virtualnih polj, ki smo jih uporabili za izračun materi-
alnih parametrov. Vidimo, da smo se pri ročni izbiri virtualnih polj držali predvsem
nekih znanih oblik deformacij, ki so se nam zdele tudi praktično mogoče in po eni
strani posnemajo razčlenjene deformacije realnega preizkusa. Posebna virtualna polja
so po drugi strani polja pomikov in deformacij, ki so za naše dojemanje popolnoma ab-
straktna in velikokrat tudi nikakor ne morejo biti realna. Vendar to metoda virtualnih
polj dopušča, saj niso realna, temveč so to virtualna polja, ki so popolni matematični
konstrukt.
3.4 Izvedba štiritočkovnega upogibnega preizkusa
Za primer uporabe metod za inverzno identifikacijo smo uporabili rezultate štiritočkovnega
upogibnega preizkusa. Za ta primer smo se odločili, ker je enostavno izvedljiv na tr-
galnem stroju, ki smo ga imeli na voljo in ker se v njem pojavijo tudi strižne in prečne
obremenitve. Te obremenitve potrebujemo, če želimo upoštevati vpliv vseh ortotro-
pno elastičnih materialnih parametrov. Pri štiritočnovnem upogibnem preizkusu se
nam namreč pri mestih obremenitev lokalno pojavita tako tlačna obremenitev v smeri
prečno na os nosilca in v okolici te obremenitve še strižna obremenitev v ravnini upo-
giba nosilca.
Upogibni preizkus smo izvedli na umetnem kompozitnem materialu, ki nam je dal v
elastičnem področju dovolj velike pomike, da so meritve zanesljive in vse deformacije
dovolj izražene. Poleg tega pa nam je kompozitni polimerni material dal izrazite orto-
tropne materialne lastnosti. Ta namreč v smeri vlaken izraža občutno drugačno togost
kot v smeri prečno na vlakna. Za naš preizkus smo izbrali material s komercialnim
imenom ULTEM 2300 proizvajalca Sabic. Gre za kompozit PEI (polieterimid) s 30
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% vsebnostjo steklenih vlaken. V tabeli 3.5 so osnovni mehanski podatki, ki jih za
ta material podaja proizvajalec. Podatki so samo informativni in za primerjavo niso
relevantni, saj na končne materialne lastnosti vpliva tudi način izdelave preizkušanca.
Preglednica 3.5: Osnovni podatki o mehanskih materialnih lastnostih za Sabic ULTEM
2300. (Vir: [13])
Lastnost Vrednost Enote Standard
Natezna trdnost pri prelomu,
165 MPa ISO 527
5 mm/min
Specifični raztezek pri prelomu,
2 % ISO 527
5 mm/min
Elastični modul pri nateznem
9500 MPa ISO 527
preizkusu, 1 mm/min
Upogibna trdnost pri prelomu,
225 MPa ISO 178
2 mm/min
Elastični modul pri upogibnem
8500 MPa ISO 178
preizkusu, 2 mm/min
Uporabljen preizkušanec je bil standarden ploščat preizkušanec za natezni preizkus, na
katerem smo upogib izvedli in merili samo na vmesnem pravokotnem delu, ki je tudi
sicer namenjen opazovanju pri standardnem nateznem preizkusu. Presek preizkušanca
je bil pravokoten z dimenzijama 10x4 mm. Preizkušanec je prikazan na sliki 3.8.
Slika 3.8: Preizkušanec uporabljen pri štiritočkovnem upogibnem preizkusu.
Za meritev smo uporabili namenski trgalni stroj, ki ima prilagodljivo preizkuševališče.
Shema konfiguracije preizkuševališča je prikazana na sliki 3.9. Naprava deluje tako,
da je spodnji del z valjčki pri miru, zgornji del pa se pomika navzdol in upogiba
preizkušanec. Upogibni preizkus je voden preko pomikov zgornjega dela z merilno
celico. Merilna celica med preizkusom meri aplicirano silo na valjčka. Privzamemo, da
je obremenitev simetrična, torej je sila na obeh zgornjih valjčkih enaka.
Postopek merjenja teče tako, da najprej pripravimo preizkušanec. Ta mora biti pri-
merno površinsko obdelan, pri čemer pazimo tudi dimenzijske in geometrijske tolerance
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Slika 3.9: Shema preizkuševališča za štiritočkovni upogibni preizkus.
višine in debeline preizkušanca. Preizkušanec nato iz merjene strani napršimo z barvo,
ki na površini pusti vzorec. Kamere in sistem za primerjanje slik namreč opazuje in
primerja vzorec na slikah, iz katerega lahko izloči polje pomikov in/ali specifičnih de-
formacij. Preizkušanec nato vpnemo v preizkuševališče, prikazano na sliki 3.10. Slika
je posneta z zadnje strani preizkušanca, torej tiste brez napršenega vzorca.
Slika 3.10: Preizkuševališče za štiritočkovni upogibni preizkus pred začetkom
obremenjevanja.
Polje pomikov in specifičnih deformacij je posneto z dvema kamerama. Zato moramo
upoštevati dodatne korake, ki nam bodo dali bolj zanesljive in natančne meritve. Pred
samo meritvijo je potrebno poskrbeti za primerno osvetlitev. Ta je zagotovljena z LED
reflektorjem. Paziti moramo, da ne pride do direktnih odbleskov v kamero. Kameri,
s katerima zajemamo slike za primerjavo, morata biti kalibrirani, da vemo, kakšne so
točne razdalje, ki jih opazujemo in da ne prihaja na slikah do distorzije. Opazovani
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objekt naj bi bil čim bolj v središču slike, kjer so napake zaradi leč in zaznaval v kameri
manjše.
Kamere nato slike preko krmilja sistema za primerjavo slik (ang. Digital Image Corre-
lation ali DIC) slike pošiljajo v računalnik. Ta nato opravi primerjavo slik s program-
skim paketom Istra 4D in shrani rezultate. Merilna celica in zajem slik ter pomiki pri
obremenjevanju sta vodena preko krmilnega sistema trgalnega stroja. Celotna merilna
veriga je prikazana na sliki 3.11.
Slika 3.11: Merilna veriga štiritočkovnega upogibnega preizkusa z uporabo DIC
3.4.1 Določitev točk za merjenje polja pomikov in specifičnih
deformacij
Rezultate iz analize DIC lahko izpišemo v poljubnih točkah na opazovanem območju
preizkušanca. V idealnem primeru bi torej lahko analizirali preizkušanec zvezno po
celotnem opazovanem območju. Žal pa tega v diskretnem digitalnem svetu ni mo-
goče izvesti. Zato smo morali na območje napeti mrežo točk, v katerih smo opazovali
diskretne vrednosti pomikov oziroma specifičnih deformacij.
Naše mreže za analizo smo prilagodili, tako da so sovpadale s pozneje uporabljenimi
mrežami v modelu metode končnih elementov. Enako diskretizacijo smo uporabili
tudi za metodo virtualnih polj, ki pri svojem načinu izračuna specifičnih deformacij
virtualnega polja izhaja iz metode končnih elementov.
Ker je delo namenjeno primerjavi metod za analizo polj pomikov in specifičnih defor-
macij, smo se odločili preveriti tudi vpliv gostote mreže na rezultat analize. Vemo, da
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število točk oziroma vozlišč vpliva na trajanje posamezne simulacije po MKE, zanima
pa nas vpliv gostote mreže na konvergenco metod in njihovo stabilnost. Zato smo za-
snovali dve mreži z različno gostoto oziroma globalno velikostjo elementov. Mrežama
smo določili globalno velikost elementov 4 mm za redko mrežo in 2 mm za gosto mrežo.
Ker so podatki podani nekoliko širše od spodnjih dveh podpor, smo uporabili tudi po-
datke izven območja opisanega na sliki 3.9. Mreži sta prikazani na slikah 3.12 in 3.13.
Elementi, ki so izven območja upogiba, torej za podporama, so pri redki mreži po svoji
širini prilagojeni, da so točke na robu še dale veljavne rezultate.
Slika 3.12: Prikaz redke mreže točk za analizo.
Slika 3.13: Prikaz goste mreže točk za analizo.
Pri primerjavi fotografij po DIC se pojavi problem pri določanju mreže. DIC namreč
ne more izločiti pomikov in specifičnih deformacij na robovih preizkušanca oziroma bi
moral vrednosti ekstrapolirati, kar pa nikakor ni zaželjeno. Teh točk tudi nismo izpiso-
vali oziroma jim nismo določili vrednosti pomikov in specifičnih deformacij. Zato smo
tudi pozneje te točke izvzeli iz primerjave, kar pomeni, da smo numerično pridobljene
vrednosti pomikov oziroma specifičnih deformacij v teh točkah zanemarili.
3.4.2 Določitev robnih pogojev za numerični model preizkusa
Naslednji problem, ki se je pri implementaciji metod pojavil, je kako določiti robne
pogoje za simulacije po MKE in za izračun virtualnega dela pri metodi virtualnega
dela. Pomikov na robu, kot že prej omenjeno, ne poznamo, saj nam jih DIC ne more
podati. Podoben problem pa se pojavi tudi s porazdelitvijo obremenitev. Robni pogoji
so prikazani na sliki 3.14.
Najprej in najlažje smo določili primarne robne pogoje v vertikalni, y, smeri. Te smo
predpisali v nepomičnih podporah s koordinatami A(−40, 0) in B(40, 0). Predpisali
smo jim le pomik v y smeri, ki naj bi bil enak 0, saj sta valjčka veliko bolj trda in
toga od preizkušanca. Zavedamo se, da se v teh podporah reakcijska sila, ki je pri tem
primeru v principu enaka F/2, kar nam lahko povzroči nerealne koncentracije napetosti
v okolici podpor.
Določitev kinematičnih robnih pogojev v smeri x je bila nekoliko težja, saj so pomiki
bolj odvisni od trenja oziroma zdrsa preizkušanca na valjčkih. Pri empirični analizi
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polja pomikov se je izkazalo, da je preizkušanec najmanj zdrsnil v točki D(−13, 10).
Vendar smo se zaradi preglednosti odločili, da v rezultatih testa pomikom v x smeri
odštejemo njihovo povprečno vrednost. To se je izkazalo za pravilno odločitev, saj
smo s tem dobili primer skoraj simetričnega upogiba. V simulacijah smo pomike v x
predpisali samo v eni točki. To je prikazano s točko C(0, 0) na sliki 3.14.
Obremenitve preizkušanca smo izmerili z merilno celico v trgalnem stroju. Celotna
obremenitev je znašala F = 1117,42 N. Ker gre za ravninsko napetostno stanje, smo
obremenitev enakomerno razporedili po celotni debelini preizkušanca, tako da je ta
znašala 279,355 N/mm. Ker poznamo le integralno obremenitev, ki se na preizkušanec
prenese preko dveh valjčkov, smo se odločili, da predpostavimo, da deluje simetrično,
torej preko vsakega valjčka polovica. Obremenitev smo na preizkušanec aplicirali kot
dve točkovni sili v točkah D(−13, 10) in E(13, 10).
Slika 3.14: Prikaz robnih pogojev na preizkušancu, ki smo jih upoštevali pri izvedbi
simulacij in izračunu virtualnega dela.
Na sliki 3.15 je prikazano preizkuševališče med obremenjevanjem in z deformiranim
preizkušancem. Vidimo lahko, da so upogibne deformacije oziroma povesi tudi pri ela-
stičnem obremenjevanju vidni s prostim očesom. To pomeni, da so pomiki dokaj veliki
in bosta vpliva šuma zaradi negotovosti merilnih naprav in šuma iz okolice manjša.
Slika 3.15: Prikaz preizkuševališča in preizkušanca v obremenjenem stanju.
46
4 Rezultati in diskusija
Meritve, pridobljene s štiritočkovnim upogibnim preizkusom, smo analizirali po metodi
posodabljanja modela končnih elementov in po metodi virtualnih polj. V obeh primerih
smo kot neznanke določili materialne parametre Dxx, Dyy, Dxy in Ds. Na koncu smo
vrednosti pretvorili v nam bližje parametre Exx, Eyy, Gxy in νxy. Konstitutivni zakon,
ki smo ga uporabili, je Hookeov zakon za ortotropne linearno elastične materiale, ki ga
v primeru ravninskega napetostnega stanja popisuje matrika
D =
⎡⎣Dxx Dxy 0Dxy Dyy 0
0 0 Ds
⎤⎦ . (4.1)
Rezultati štiritočkovnega upogibnega preizkusa so prikazani na sliki 4.1 za redko mrežo
in na sliki 4.2 za gosto mrežo. Največji izmerjen pomik je 3,28 mm v smeri y in 0,35
mm v smeri x osi. Točke, ki so na slikah prikazane kot nedeformirane, niso izrisane,
ker za njih nismo mogli pridobiti podatka iz DIC. Zato so v tem primeru v programe
dodali še zanko, ki takšne točke prepozna in jih pozneje izloči iz primerjave. Izpisali
smo tudi polje deformacij, izračunanih z DIC.Te so izpisane v točkah, ki sovpadajo z
integracijskimi točkami v prikazanih redki in gosti mreži. Na mrežah, prikazanih na
slikah 4.1 in 4.2, lahko približno na sredini preizkušanca opazimo nenavaden vzorec.
Kot smo že prej opisali, smo vozliščem, katerih vrednosti ni bilo mogoče izpisati, za
potrebe izrisa predpisali vrednosti pomikov (0, 0) mm. V primeru tega nenavadnega
vzorca je do tega prišlo, ker je sistem DIC zaznal pomik v vozlišču na robu, ni pa ga
zaznal v notranjosti opazovanega območja.
Slika 4.1: Izris izmerjenega polja pomikov pri štiritočkovnem upogibnem preizkusu v
primeru uporabe redke mreže.
Meritve preizkusa smo analizirali po metodi posodabljanja modela končnih elemen-
tov, in sicer po različicah FEMU-U in FEMU-E, saj podatka od vozliščnih silah ni-
smo imeli na voljo. V primeru FEMU-U različice smo za iterativni algoritem do-
ločanja minimuma uporabili Levenberg-Marquardtovo metodo, kjer smo za začetno
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Slika 4.2: Izris izmerjenega polja pomikov pri štiritočkovnem upogibnem preizkusu v
primeru uporabe goste mreže.
vrednost v primeru redke mreže določili λ = 100 in jo zmanjševali s faktorjem 0.1.
V primeru goste mreže smo morali to zaradi stabilnosti spremeniti na začetno vre-
dnost λ = 100 in jo zmanjševati s faktorjem 0.8, kar je pomenilo večje število ite-
racij, potrebnih za konvergenco. V primeru različice FEMU-E smo uporabili oba al-
goritma, Gauss-Newtonovega in Levenberg-Marquardtovega, in sicer za obe gostoti
mreže. Pri Levenberg-Marquardtovem algoritmu smo v obeh primerih mreže upora-
bili enako začetno vrednost λ = 10 in jo zmanjševali za faktor 0.1. V vseh primerih
smo uporabili za konvergenčni kriterij normirano dolžino vektorja gradienta. Iterativni
proces smo zaključili, ko je vrednost te padla pod 1 · 10−5. Meritve smo analizirali
tudi po metodi virtualnih polj, kjer smo virtualna polja določili v enem primeru ročno,
v drugem pa smo avtomatsko določali posebna virtualna polja. Rezultati analiz po
opisanih metodah so prikazani v tabeli 4.1.
Iz rezultatov takoj opazimo, da je raztros vrednosti pri vseh parametrih veliko večji kot
pri sintetičnem eksperimentu, kljub enakemu konvergenčnemu kriteriju. Ta je posledica
šuma pri zajemanju meritve in manjkajočih vrednosti na robu preizkušanca. Te so
pomembne, saj je vpliv nekaterih materialnih parametrov izrazit le v območju okrog
podpor in obremenitve. To je predvsem vpliv Eyy, ki se drugače pri čistem upogibu ali
upogibu v kombinaciji s strigom ne izraža. Tudi Poissonov količnik pri upogibu nima
izrazitega vpliva, zato se tudi v primeru le tega pojavijo velika odstopanja in slaba
konvergenca.
Pri izvedbi analiz s FEMU-U se je pokazal vpliv manjkajočih točk na robu preiz-
kušanca, kjer so upogibne deformacije največje. Rezultat tega je večje odstopanje
modulov elastičnosti Exx, ki se izraža v upogibni togosti, in Eyy, ki se izraža predvsem
v robnih motnjah. Ker so tudi upogibne deformacije največje na robu, je tam tudi
vpliv Poissonovega količnika νxy največji, torej je tudi ta najbolje izražen v točkah
na robu preizkušanca, za katere podatkov nismo mogli pridobiti. Kot posledica vre-
dnost Poissonovega količnika νxy ni konvergirala in se je ustalila pri nerealni vrednosti.
Ocena vrednosti Gxy ravno tako ni konvergirala k realno pričakovanim vrednostim, saj
je vpliv tega ravno tako najbolj izražen v okolici podpor in obremenitve. Vendar, ker
se strig manj izrazito pojavlja po celotnem območju, so dosežene vrednosti v istem
rangu velikosti.
Bolj uspešne so bile analize s FEMU-E različico, saj vrednosti specifičnih deformacij
nismo odčitavali popolnoma na robu, in tako dobili bolj polno polje meritev, tako v
primeru redke kot goste mreže. Še vedno pa vrednosti v točkah, ki so bile najbližje
robu, nismo mogli odčitati. Zato se tudi tu pojavijo težave, in sicer bolj izrazito
pri gosti mreži, kjer so integracijske točke elementov bližje robu preizkušanca, kar
pomeni, da imamo več točk, kjer vrednosti ne moremo odčitati. V primeru uporabe
FEMU-E se to izraža predvsem v robnih motnjah, kjer lahko pride tudi do nerealnih
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Preglednica 4.1: Izpis doseženih vrednosti materialnih parametrov in cenilne funkcije













Metoda posodabljanja modela končnih elementov
Začetni
12000 2000 3000 0,45 / /
približek
FEMU-U (LM)
9550,65 654,16 2084,6 1,73182 5,09 · 10−4 3
redka mreža
FEMU-U (LM)
10279,6 1355,21 1635,06 0,942316 3,38 · 10−4 21
gosta mreža
FEMU-E (GN)
10607,3 782,895 2770,24 0,496397 7,92 · 10−3 4
redka mreža
FEMU-E (LM)
10610,7 790,856 2807,78 0,494907 7,92 · 10−3 5
redka mreža
FEMU-E (GN)
10505,0 979,531 4693,71 0,510236 5,09 · 10−3 3
gosta mreža
FEMU-E (LM)




12581,3 370,773 2889,53 5,20642 / /določena polja
redka mreža
Ročno
6795,55 1980,43 2853,94 1,11059 / /določena polja
gosta mreža
Posebna
580,762 557,163 3127,2 0,930545 / 8*virtualna polja
redka mreža
Posebna




10337,84 924,769 2803,273 0,504792 / /
sredina
Standardni
404,12 246,30 345,09 0,0120 / /
odklon
Ocenjene
10300 900 2800 0,50 / /
vrednosti
(GN) - iskanje minimuma izvedeno po Gauss-Newtonovem algoritmu
(LM) - iskanje minimuma izvedeno po Levenberg-Marquardtovem algoritmu
* - število iteracij potrebnih za določitev posameznega virtualnega polja
** - vrednosti, ki očitno niso konvergirale, smo iz statistične obdelave izločili
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koncentracij napetosti in specifičnih deformacij. Zato se v primeru te metode pojavi
slaba konvergenca modula elastičnosti Eyy in strižnega modula Gxy. Pri obeh lahko
opazimo vpliv gostote mreže na rezultat, saj se z gostejšo mrežo bolj približamo točki
podpore ali obremenitve, kar pomeni, da se približamo točki koncentracij deformacij
in napetosti, v kateri izračun napetosti in specifičnih deformacij po MKE ni primerljiv
z realnim. V kolikor se pri izračunu določenega parametra zanašamo predvsem na
okolico takšnega robnega pogoja, moramo v primeru slabše simuliranih robnih pogojev
upoštevati, da ima to velik vpliv na rezultat. To pomeni, da nam da v tem primeru
redkejša mreža bolj realne rezultate, ki pa jih moramo še vedno interpretirati previdno.
Ima pa FEMU-E prednost pri določanju materialnih parametrov, ki so pri preizkusu
globalno dobro definirani, kot je v tem primeru Exx in posledično upogibna togost. S
tem, ko smo se z opazovanimi (in definiranimi) točkami premaknili bližje robu, smo
dobili še bolj izrazit vpliv upogibnih deformacij, saj imamo na voljo podatke tam, kjer
so te največje. Vemo pa tudi, da kjer so deformacije največje, je tudi najbolje izražen
vpliv Poissonovega količnika νxy. Tako smo pri FEMU-E poleg dobre konvergence Exx
dobili tudi dobro konvergenco νxy.
Manjkajoče vrednosti so posebno izrazile svoj vpliv v primeru analiz po metodi virtu-
alnih polj. Ta namreč zahteva integracijo po celotnem območju, kar pomeni, da smo
morali te manjkajoče točke nadomestiti. Če bi vsem manjkajočim točkam na robu
pripisali vrednost specifičnih deformacij εij = 0, bi to dalo popolnoma napačno oceno
vrednosti deformacij v teh točkah, zato smo jim pripisali srednjo vrednost deformacij
v ostalih točkah znotraj elementa, v katerem se nahajajo. Tudi to se ni izkazalo za
uspešno, saj so rezultati, ki smo jih pridobili z metodo virtualnih polj, nerealni. Zato
smo jih tudi pri statističnih izračunih večinoma zanemarili. Edino pri izračunu Gxy
so se rezultati približali tistim, izračunanim po metodi posodabljanja modela končnih
elementov. Ostali izračunani parametri nam ne podajo smiselnih rezultatov, zato mo-
ramo zaključiti, da naša izvedba metode virtualnih polj ni delovala in moramo rezultate
zavreči.
Za izvedbe metode posodabljanja modela končnih elementov smo izrisali tudi grafe kon-
vergence materialnih parametrov in vrednosti cenilne funkcije. Te so prikazani v prilogi
C. Če jih v splošnem primerjamo s tistimi, izrisanimi pri verifikaciji, je konvergenca
počasnejša, določeni parametri ne nujno konvergirajo, končne vrednosti prametrov se
bolj razlikujejo, končne vrednosti cenilne funkcije pa so višje. Tudi potek iteracij je
sploh v primeru uporabe Levenberg-Marquardtove metode bolj raztresen in manj pred-
vidljiv, kar pa se je pokazalo tudi v primeru verifikacije. Med FEMU-U in FEMU-E se
pojavijo večje razlike kot na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom, medtem
ko se po drugi strani zmanjša vpliv gostote mreže in razlika med uporabo Levenberg-
Marquardtovega in Gauss-Newtonovega algoritma.
Izrisali smo tudi virtualna polja, ki smo jih določili oziroma izračunali pri analizi z
metodo virtualnih polj. Ta so prikazana v prilogi D. V primeru ročnega določanja
virtualnih polj smo uporabili podobna polja kot pri verifikaciji s sintetičnim eksperi-
mentom. Enačbe za njihovo določitev so zapisane pod slikami. V primeru določanja
posebnih virtualnih polj, pa je rezultat precej drugačen kot v primeru verifikacije. V
primeru verifikacije (virtualna polja prikazana v prilogi B) smo dobili posebna virtualna
polja, ki so kazala izrazit pomik na mestu obremenitve v enaki smeri, kot je kazala upo-
gibna obremenitev. Na primeru analize realnega eksperimenta pa smo dobili posebna
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virtualna polja, ki so v celoti izrazito pomaknjena navzdol, vendar je zaradi majhnega
pomika na mestih obremenitve virtualno delo majhno. To je tudi razlog, da smo dobili
tako nizke vrednosti izračunanih prametrov. Sklepamo lahko, da smo zaradi načina
popisa virtualnega polja računali posebna virtualna polja s predoločenim sistemom, kar
pomeni, da smo imeli neznank precej več kot enačb. Iz tega lahko sklepamo, da je bilo
virtualno delo zunanjih sil preslabo določeno, predvsem zaradi manjkajočih vrednosti
v točkah na robu, ki jih iz eksperimenta ni bilo možno pridobiti. Tudi pri verifikaciji
smo imeli predoločen sistem, vendar tam ni bilo vpliva šuma in imeli smo na voljo vse
iskane vrednosti v točkah. Tako lahko rečemo, da je bilo z našim načinom v primeru
sintetičnega eksperimenta možno določiti posebna virtualna polja, pri analizi realnega





V magistrski nalogi smo se lotili pregleda metod za inverzno identifikacijo materialnih
parametrov in najpogostejši dve izmed njih tudi udejanjili v praksi. To sta bili me-
toda posodabljanja modela končnih elementov in metoda virtualnih polj. Najprej smo
ju verificirali na primeru sintetičnega eksperimenta tritočkovnega upogiba, potem pa
smo ju primerjali na primeru analize meritev realnega štiritočkovnega upogibnega preiz-
kusa. Poleg teh dveh metod smo teoretično obdelali še metodo izpolnitve konstitutivne
enačbe, metodo izpolnitve statičnega ravnotežja in metodo izpolnjenosti pridruženega
stanja.
1. Ugotovili smo, da metoda izpolnitve konstitutivne enačbe poleg svoje matema-
tične zahtevnosti in abstraktnosti zahteva veliko več iterativnih izračunov, da
dosežemo cilj, torej izločiti materialne parametre. S svojim funkcionalom namreč
išče ločeno napetostno polje in materialne parametre, ti dve količini pa je nakna-
dno potrebno uskladiti. Prav tako je metoda zaradi določenosti sistema omejena
na iskanje maksimalno treh materialnih parametrov naenkrat [11]. Določanje
tako polja napetosti kot materialnih parametrov tako zahtevata svoji ugnezdeni
iterativni zanki znotraj globalne iterativne zanke, kar zelo podaljša čas izračunov,
predvsem v primeru gostejših mrež. Zato smo se odločili, da te metode ne preiz-
kusimo v praksi.
2. Metoda izpolnitve statičnega ravnotežja je v praksi le nadgradnja katere izmed
ostalih štirih omenjenih metod, saj najprej potrebuje določitev referenčne vredno-
sti parametrov. Namenjena je predvsem določanju nehomogenosti v materialu ali
iskanju poškodbe v materialu, ki povzroči oslabitev. Tudi pri določanju nehomo-
genosti v materialu je njen način s skalarnim poljem C(x) velikokrat neprimeren,
saj razmerje med lastnostmi v različnih smereh ni nujno konstantno in nehomoge-
nosti nima smisla obravnavati proporcionalno. Tudi te metode nismo preizkusili
na našem primeru, ker je le nadgradnja ostalih, ki v primeru linearne elastičnosti
ne najde svojega pravega pomena.
3. Metoda izpolnjenosti pridruženega stanja je po eni strani matematično zahtevna
in abstraktna, poleg tega pa metoda izpolnjenosti pridruženega stanja zahteva
dodatne izračune pridruženih stanj, ki za razliko od virtualnih polj morajo sle-
diti zakonom mehanike, le njihovi materialni parametri so poljubni. Po drugi
strani pa je metoda robustna, saj sklepa na stanje v notranjosti območja glede
na opazovano stanje na robu preizkušanca. To pa je v našem primeru ravno njena
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slabost, saj bi s tem zanemarili večino zajetih podatkov, poleg tega pa so nam
pri realnem preizkusu manjkali ravno podatki na robu. Zato smo se odločili, da
tudi metode izpolnjenosti pridruženega stanja ne izvedemo v praksi.
4. Ostali dve metodi smo izvedli v praksi in ju primerjali najprej na sintetičnem
eksperimentu, ki je predstavljal tritočkovni upogib visokega nosilca, potem pa še
z analizo realnega štiritočkovnega upogibnega preizkusa. Sintetični eksperiment,
kjer so bili pogoji idealni in brez šuma, smo uporabili tudi za verifikacijo obeh
metod. V primeru analize sintetičnega eksperimenta se težave niso pojavile, tudi
v primeru določitve zelo slabega začetnega približka. Žal pa ne moremo trditi
enako za analizo realnega eksperimenta. Ugotovili smo, da se pojavita dva glavna
problema, ki sta težave povzročala pri obeh metodah. To sta pojav šuma pri
zajemu meritev in odsotnost podatkov na robu opazovanega območja.
5. Ugotovili smo, da je v splošnem metoda posodabljanja modela končnih elementov
bolj stabilna in robustna, saj je imela manj težav pri analizi realnega eksperi-
menta. Trdimo torej lahko, da na njo manj vpliva šum, predvsem pa ji manjšo
težavo predstavljajo manjkajoče točke na robu. Pri posameznih različicah lahko
trdimo, da sta obe uporabljeni metodi na realnem eksperimentu dobri, vsaka na
svojem področju. Tako je FEMU-U odporna na slabše določene robne pogoje v
kontaktih s preizkuševališčem in posledično tudi na koncentracije deformacij in
napetosti. FEMU-E pa je ravno obratno. Po eni strani zaznava koncentracije
deformacij, ki jih realno ne želimo upoštevati in tako zahteva boljšo določitev
robnih pogojev. Po drugi strani pa je boljša za določanje globalne upogibne to-
gosti in predvsem za določanje Poissonovega količnika, saj primerja ravno tisto,
kar ga definira – deformacije oziroma njihovo razmerje. Tako lahko zaključimo,
da je v primeru metode posodabljanja modela končnih elementov najboljše izve-
sti obe primerjavi, tako FEMU-U, ki primerja vozliščne pomike, kot FEMU-E, ki
primerja deformacije znotraj elementov, in jih kritično interpretirati.
6. V primeru analize sintetičnega eksperimenta, ki je služila tudi za verifikacijo me-
tod, je metoda virtualnih polj prišla do hitrega izračuna materialnih parametrov.
Ta v principu namreč rešuje le sistem linearnih enačb, ki obsega le toliko neznank
in enačb, kot je neznanih materialnih parametrov. Tudi določanje posebnih vir-
tualnih polj je delovalo brez problema in hitro. Drugače pa se je izkazalo v
primeru analize realnega eksperimenta. Ta je namreč pokazal, da se v primeru
uporabe metode virtualnega polja lahko hitro pojavijo težave pri implementaciji
šuma na meritve, predvsem pa metodo obremenijo manjkajoči podatki. Te so pri
nas manjkali ravno na robu, tudi v okolici obremenitev, kjer se v primeru metode
virtualnih polj definira virtualno delo zunanjih sil. Ker smo na te manjkajoče
vrednosti sklepali iz drugih vrednosti deformacij znotraj istega elementa, nismo
vedno zadeli najboljšega približka te vrednosti, predvsem ne v okolici koncentra-
cij deformacij in napetosti. To je povzročilo, da z metodo virtualnega dela nismo
prišli do pravih rezultatov pri analizi realnega eksperimenta, ne glede na upora-
bljeno mrežo. Tudi posebna virtualna polja, ki smo jih določili, te težave niso
odpravila, kvečjemu poslabšala so jo, saj jih je ob pomanjkanju podatkov na robu
zelo težko definirati. Če pogledamo virtualna polja iz sintetičnega eksperimenta,
je namreč ravno na območju obremenitve pomik in tudi deformacija največja.
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7. Ugotovili smo torej, da je metoda posodabljanja modela končnih elementov zelo
robustna kljub svoji intuitivni ideji. Njen intuitiven pristop ji omogoča tudi
enostavno prilagoditev težavam, ki se pri zajemu podatkov pojavijo. Res pa je,
da zahteva v teoriji izvedbo vsaj ene simulacije na iteracijo, v praksi pa je teh
simulacij vsaj še toliko, kot je neznanih parametrov. To pomeni, da lahko v
zahtevnejših primerih in gostejših mrežah izračuni trajajo zelo dolgo.
S tem magistrskim delom smo torej želeli opisati postopek zasnove analiz po omenjenih
metodah in tako povečati njihovo uporabo v praksi. Želeli smo opisati težave, ki se pri
tem lahko pojavijo, in tako olajšati izbiro metod za analizo. Te metode, predvsem me-
toda posodabljanja modela končnih elementov, namreč ponudijo izločitev materialnih
parametrov, ki jih lahko nato uporabimo v simulacijah. Ker te metode temeljijo na opa-
zovanju materiala na lokalni ravni, so podatki, ki jih dobimo bolj primerni za poznejše
simulacije kot tisti, ki temeljijo na globalnem opazovanju dogajanja pri preizkusu. Si-
mulacije namreč ravno tako opazujejo dogajanje na lokalni ravni. Prav tako lahko s
temi metodami izločimo parametre z uporabo nekaterih predpostavk, kot je ravninsko
napetostno stanje, ki jih tudi pozneje uporabljamo pri izračunih. Predvsem bi tu radi
izpostavili koristi kombinacije metode posodabljanja modela končnih elementov in si-
mulacij po metodi končnih elementov. Znano je namreč, da nekatere predpostavke in
aproksimacije, uporabljene pri simulacijah po MKE, spremenijo togost, predvsem pri
uporabi redkejših mrež. Tako torej z uporabo parametrov iz analiz preizkusa z metodo
posodabljanja modela končnih elementov z enakimi predpostavkami in aproksimacijami
lahko izničimo vpliv diskretizacije po MKE.
5.1 Predlogi za nadaljnje delo
V delu smo opisali postopke pridobivanja ortotropno linearno elastičnih materialnih
lastnosti z metodami inverzne identifikacije. Tu bi radi izpostavili, da je to primer
najenostavnejših analiz, ki velikokrat ne podajo zadostnih podatkov o materialu, ki
jih potrebujemo za načrtovanje izdelkov. Velikokrat materiali niso linearno elastični,
pojavlja se lahko tudi histerezna zanka pri razbremenjevanju. Največkrat pa želimo
iti še korak dlje in analizirati elastoplastične lastnosti materiala. Za takšno analizo je
potrebno izvesti inkrementalni preizkus. Tudi tega se da analizirati po prej opisanih
metodah. Pri tem lahko opazujemo sekantno ali pogosteje tangentno togost. Prilago-
ditev metode posodabljanja modela končnih elementov je tukaj mogoče spet najbolj
intuitivna, saj je simulacija, ki se dogaja v ozadju iteracij lahko karkoli, kar lahko z
metodo končnih elementov simuliramo. V primeru inkrementalnega obremenjevanja
je potrebno le uskladiti inkremente simulacij z inkrementi preizkusa in jih primerjati
med seboj. Tudi metoda virtualnih polj ponuja možnosti analize inkrementalnih pre-
izkusov. Pri tem je potrebno vsakemu inkrementu določiti toliko virtualnih polj, kot
je neznanih parametrov.
Delo bi želeli nadaljevati najprej s posodobitvijo vnosa boljših robnih pogojev. V prin-
cipu MKE omogoča tudi simulacijo kontakta, kar pomeni, da v splošnem lahko vnesemo
robne pogoje v metodo posodabljanja modela končnih elementov tudi v taki obliki. Ko
bi robne pogoje lahko natančneje opredelili, pa si želimo nadaljevati z vpeljavo ana-
lize elastoplastičnih materialnih lastnosti, predvsem za ortotropne materiale. Tako bi
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lahko opazovali plastičnost na lokalnem nivoju predvsem v oblikovnih prehodih, kjer se
pojavljajo koncentracije deformacij in napetosti. Tako bi dobili boljši približek lokalne
plastifikacije, ki bi lahko ponudil tudi boljše rezultate poznejših simulacij, kjer se ravno
ta lokalna plastifikacija opazuje. Največ potenciala za nadgradnjo smo pri tem videli
v metodi posodabljanja modela končnih elementov, s katero bi tudi radi nadaljevali v
opisana področja. Koraki v to smer so sicer že bili storjeni, vendar bi si želeli, da bi se
ta način bolj populariziral v inženirski srenji. Tako bi podatki takšnih analiz postali
bolj dostopni in pogostejši, kar bi pomenilo napredek pri uporabi numeričnih simulacij,
ki bi tako postale bolj zanesljive.
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Priloga A: Grafi konvergence raz-
ličic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru veri-
fikacije s sintetičnim eksperimentom
V tej prilogi so prikazani grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov po posameznih parametrih in konvergenca vrednosti cenilne funk-
cije. Medtem, ko so bili izračuni izvedeni v Wolfram Mathematici, pa smo grafe po
izpisanih vrednostih izrisali v Microsoft Excelu.
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Priloga A: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom
Slika 7.1: Potek konvergence cenilne funkcije f(p) v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo. Prikaz vrednosti cenilne
funkcije je v logaritemski skali.
Slika 7.2: Potek konvergence cenilne funkcije f(p) v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo. Prikaz vrednosti cenilne
funkcije je v logaritemski skali.
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Priloga A: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom
Slika 7.3: Potek konvergence elastičnega modula Exx v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
Slika 7.4: Potek konvergence elastičnega modula Exx v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo.
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Priloga A: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom
Slika 7.5: Potek konvergence elastičnega modula Eyy v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
Slika 7.6: Potek konvergence elastičnega modula Eyy v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo.
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Priloga A: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom
Slika 7.7: Potek konvergence Poissonovega količnika νxy v odvisnosti od števila
iteracij pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
Slika 7.8: Potek konvergence Poissonovega količnika νxy v odvisnosti od števila
iteracij pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo.
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Priloga A: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov na primeru verifikacije s sintetičnim eksperimentom
Slika 7.9: Potek konvergence elastičnega modula Gxy v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
Slika 7.10: Potek konvergence elastičnega modula Gxy v odvisnosti od števila iteracij
pri verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo.
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Priloga B: Izris virtualnih polj, upo-
rabljenih pri verifikaciji na primeru
sintetičnega eksperimenta
V prilogi so prikazana virtualna polja z redko in z gosto mrežo, ki smo jih uporabili
za izračun materialnih parametrov po metodi virtualnih polj. V prvem delu so ročno
določena virtualna polja, v drugem pa izračunana posebna virtualna polja. Vsa polja
so prikazana takšna, kot so, torej brez dodatnega skaliranja pomikov.
Slika 8.1: Prvo ročno določeno virtualno polje z redko mrežo. Določeno je tako, da je
pomik na mestu sile (0, −1) mm. Ostali pomiki so enaki 0.
Slika 8.2: Drugo ročno določeno virtualno polje z redko mrežo. Določeno je z enačbo(︁
0, 1
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Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta










Slika 8.4: Četrto ročno določeno virtualno polje z redko mrežo. Določeno je z enačbo(︁
0,1 · x, 0
)︁
mm.
Slika 8.5: Prvo ročno določeno virtualno polje z gosto mrežo. Določeno je tako, da je
pomik na mestu sile (0, −0,5) mm. Ostali pomiki so enaki 0.
Slika 8.6: Drugo ročno določeno virtualno polje z gosto mrežo. Določeno je z enačbo(︁
0, 1
50




Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta










Slika 8.8: Četrto ročno določeno virtualno polje z gosto mrežo. Določeno je z enačbo(︁
0,1 · x, 0
)︁
mm.
Slika 8.9: Prvo virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.10: Drugo virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.11: Tretje virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.12: Četrto virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.13: Prvo virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.14: Drugo virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.15: Tretje virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga B: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri verifikaciji na primeru sintetičnega
eksperimenta
Slika 8.16: Četrto virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno polje.































Priloga C: Grafi konvergence raz-
ličic metode posodabljanja modela
končnih elementov v primeru ana-
lize rezultatov štiritočkovnega upo-
gibnega preizkusa
V tej prilogi so prikazani grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov po posameznih parametrih in konvergenca vrednosti cenilne funk-
cije. Medtem, ko so bili izračuni izvedeni v Wolfram Mathematici, pa smo grafe po
izpisanih vrednostih izrisali v Microsoft Excelu.
Slika 9.1: Potek konvergence cenilne funkcije f(p) v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo. Prikaz vrednosti cenilne
funkcije je v logaritemski skali.
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Priloga C: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov v primeru analize rezultatov štiritočkovnega upogibnega preizkusa
Slika 9.2: Potek konvergence parametra Dxx v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
Slika 9.3: Potek konvergence parametra Dyy v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
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Priloga C: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov v primeru analize rezultatov štiritočkovnega upogibnega preizkusa
Slika 9.4: Potek konvergence parametra Dxy v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z gosto mrežo.
Slika 9.5: Potek konvergence parametra Ds v odvisnosti od števila iteracij pri
verifikaciji s sintetičnim eksperimentom z redko mrežo.
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Priloga C: Grafi konvergence različic metode posodabljanja modela
končnih elementov v primeru analize rezultatov štiritočkovnega upogibnega preizkusa
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Priloga D: Izris virtualnih polj, upo-
rabljenih pri analizi štiritočkovnega
upogibnega preizkusa po metodi vir-
tualnih polj
V prilogi so prikazana virtualna polja z redko in z gosto mrežo, ki smo jih uporabili
za izračun materialnih parametrov po metodi virtualnih polj. V prvem delu so ročno
določena virtualna polja, v drugem pa izračunana posebna virtualna polja. Vsa polja
so prikazana takšna, kot so, torej brez dodatnega skaliranja pomikov.
Slika 10.1: Prvo ročno določeno virtualno polje z redko mrežo. Določeno je tako, da
je pomik na mestu sile (0, 0,1 |x| − 4) mm. Ostali pomiki so enaki 0.
Slika 10.2: Drugo ročno določeno virtualno polje z redko mrežo. Določeno je z enačbo(︁



















Slika 10.5: Prvo ročno določeno virtualno polje z gosto mrežo. Določeno je tako, da je
pomik na mestu sile (0, 0,1 |x| − 4) mm. Ostali pomiki so enaki 0.
Slika 10.6: Drugo ročno določeno virtualno polje z gosto mrežo. Določeno je z enačbo(︁
0,05x, 0,01x2 + 0,1 y − 16
)︁
mm.
Priloga D: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri analizi štiritočkovnega upogibnega
preizkusa po metodi virtualnih polj















Slika 10.9: Prvo virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno polje.






























Slika 10.10: Drugo virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno






























Slika 10.11: Tretje virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno































Priloga D: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri analizi štiritočkovnega upogibnega
preizkusa po metodi virtualnih polj
Slika 10.12: Četrto virtualno polje z redko mrežo določeno kot posebno virtualno






























Slika 10.13: Prvo virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno polje.






























Slika 10.14: Drugo virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno






























Slika 10.15: Tretje virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno































Priloga D: Izris virtualnih polj, uporabljenih pri analizi štiritočkovnega upogibnega
preizkusa po metodi virtualnih polj
Slika 10.16: Četrto virtualno polje z gosto mrežo določeno kot posebno virtualno
polje. Določeno je tako, da velja f(εv4) =(︂ ∫︁
Ω
εxε
v4
x dΩ
)︂2
+
(︂ ∫︁
Ω
εyε
v4
y dΩ
)︂2
+
(︂ ∫︁
Ω
(εyε
v4
x + εxε
v4
y )dΩ
)︂2
+
(︂ ∫︁
Ω
γxyγ
v4
xydΩ− 1
)︂2
.
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